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Resum 
El projecte que es presenta en aquest document, té com a finalitat l’estudi del comportament de la 
dinàmica lateral d’un vehicle utilitari.  
El principal objectiu és la creació d’una aplicació  vàlida per simular el comportament d’un vehicle 
i valorar l’estabilitat del mateix. Es tracta del model de vehicle complet en el que es tenen en 
compte els neumàtics, les suspensions i la direcció. Es pot dividir el projecte en dos gran blocs. El 
primer consisteix en l’estudi dinàmic del vehicle i el segon en la modelització i assaig del mateix. 
En la primera part es plantegen les equacions que regeixen el comportament del mateix a l’ espai, 
per tant, es genera el model físic. Per la correcta representació dels neumàtics es revisen diferents 
models existents, dels quals es tria el model de Pacejka per la seva acceptació en l’àmbit 
automobilístic, a més de la bona correlació amb resultats reals gràcies a l’obtenció experimental 
dels coeficients.  
Es crea també un model de motor a partir d’una taula de valors experimentals. Aquest està 
relacionat linealment amb la posició del pedal d’acceleració pilotat per un controlador PID. Per 
ampliar la utilitat, s’inclou un model de caixa de canvis que permet incrementar la velocitat 
automàticament.  
En la segona part, s’implementa el model programant amb el Simulink®. Un cop s’ha aconseguit 
que l’aplicació funcioni correctament, ha estat necessari buscar i provar diferents valoracions 
objectives sobre l’estabilitat del vehicle. S’ha estudiat així el comportament del vehicle en 
diferents situacions creant senyals per representar-les. 
Entre els assajos  portats a terme, tots segons les normes ISO, trobem un assaig de radi constant, 
en el que es defineix una trajectòria circular constant, augmentat la velocitat per valorar la 
resposta semi-estacionaria en conducció circular, o l’assaig de l’ant, que consisteix en una entrada 
sinusoïdal d’un sol període que permet valorar la resposta transitòria, així com respostes a 
diferents entrades de gir de volant, com pot ser una entrada esglaó.  
Els resultats han estat satisfactoris, reflexa correctament  el comportament d’un vehicle i permet 
un estudi detallat de l’evolució dels diferents paràmetres d’estudi. Tot i això, el model passa per 
alt variables com el capcineig, moviment rotacional al voltant del eix transversal, que es podrien 
desenvolupar en un estudi posterior per poder observar com interaccionen.  
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Glossari 
𝐴𝑓 Àrea frontal del vehicle 
𝐴𝑙 Àrea lateral del vehicle 
𝐴𝑅 Relació d’aspecte del neumàtic 
𝑎𝑦 Acceleració lateral 
𝑎𝑦𝜃 Acceleració lateral en funció del angle de balanceig  
B Factor de rigidesa – Paràmetre Pacejka 
B𝑥 Factor de rigidesa (Força longitudinal) – Paràmetre Pacejka 
𝐵𝑟 Factor de rigidesa (moment residual) – Paràmetre Pacejka 
𝐵𝑡 Factor de rigidesa (braç del neumàtic) – Paràmetre Pacejka 
C Factor de forma – Paràmetre Pacejka 
𝐶𝑓 Coeficient de forma aerodinàmic del vehicle 
𝐶𝑖 Coeficient d’esmorteïment de la suspensió i (i=1,2,3 o 4) 
𝐶𝑒𝑞 Esmorteïment equivalent del conjunt neumàtic - suspensió  
𝐶𝑃𝑥 Centre de pressió aerodinàmica longitudinal 
𝐶𝑃𝑦 Centre de pressió aerodinàmica transversal 
𝐶𝑡 Factor de forma (braç del neumàtic) – Paràmetre Pacejka 
𝐶𝑥 Factor de forma (força longitudinal) – Paràmetre Pacejka 
D Valor de pic– Paràmetre Pacejka 
𝐷𝑟 Valor de pic (moment residual) – Paràmetre Pacejka 
𝐷𝑡 Valor de pic (braç del neumàtic) – Paràmetre Pacejka 
E Factor de curvatura – Paràmetre Pacejka 
𝐸𝑡 Factor de curvatura (braç del neumàtic) – Paràmetre Pacejka 
𝐹𝑟 Coeficient d’aixafament del neumàtic sota càrrega 
𝐹 Coeficient de tipus de neumàtic ( en general radial) 
𝐹𝑋
𝑑𝑟𝑎𝑔
 Força resistent aerodinàmica longitudinal 
𝐹𝑎𝑒𝑟𝑜 Força aerodinàmica (general) 
𝐹𝐵𝑓 Força de balanceig al CIR davanter  
𝐹𝐵𝑓 Força de balanceig al CIR davanter 
𝐹𝑐𝑀𝑠 Força centrífuga massa suspesa 
𝐹𝑐𝑖 Força centrífuga eix i (i=f,p) 
𝐹𝑐𝑝 Força centrífuga eix posterior 
𝐹𝑒 Força de l’esmorteïdor (General) 
𝐹𝑖
𝑙𝑎𝑡 Força lateral del neumàtic i (i=1,2,3 o 4) 
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𝐹𝑖
𝑙𝑜𝑛𝑔
 Força longitudinal del neumàtic i (i=1,2,3 o 4) 
𝐹𝑚 Força de la molla (General) 
𝑓𝑀𝑛𝑠 Força de la Mns 
𝑓𝑀𝑠 Força de la Ms 
𝐹𝑟𝑜𝑑 Força de rodolament 
𝐹𝑠 Força de la suspensió (General) 
𝐹𝑦 Força lateral neumàtic (General) 
𝐹𝑦
𝑑𝑟𝑎𝑔
 Força resistent aerodinàmica lateral 
𝑔 Constant gravitatòria 
𝐻𝐶𝐼𝑅𝑓 Alçada del CIR de les suspensions davanteres 
𝐻𝐶𝐼𝑅𝑝 Alçada del CIR de les suspensions posteriors 
𝐻𝑀𝑛𝑠𝑓 Alçada de les masses no suspeses davanteres 
𝐻𝑀𝑛𝑠𝑝 Alçada de les masses no suspeses posteriors 
𝐻𝑀𝑠 Alçada de la massa no suspesa 
𝑖𝑡𝑜𝑡 Reducció total 
𝐼𝐺𝑥𝑥 Inèrcia del vehicle respecte l’eix vertical. 
𝐼𝐺𝑦𝑦 Inèrcia del vehicle respecte l’eix vertical. 
𝐼𝐺𝑧𝑧 Inèrcia del vehicle respecte l’eix vertical. 
𝐼𝐺𝑧𝑥 Inèrcia creuada del vehicle. 
𝐼𝑅𝑖 Inèrcia de la roda i (i=1,2,3 o 4) 
𝑘 Lliscament del neumàtic 
𝑘𝑏𝑎𝑙_𝑓 Rigidesa equivalent de les suspensions davanteres 
𝑘𝑏𝑎𝑙_𝑝 Rigidesa equivalent de les suspensions posteriors 
Kc Constant PID 
𝑘𝑑𝑒𝑠𝑖𝑡𝑗𝑎𝑑𝑎 Rigidesa de balanceig desitjada 
𝑘𝑒𝑞 Rigidesa equivalent del conjunt neumàtic - suspensió 
𝑘𝑒𝑞_𝑏𝑎𝑙 Rigidesa equivalent de les suspensions davanteres i posteriors 
𝐾𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡 Rigidesa equivalent de balanceig (inclou la barra estabilitzadora) 
𝐾𝑖 Constant elàstica de la suspensió i (i=1,2,3 o 4) 
𝑘𝑛 Rigidesa del neumàtic (General) 
𝐾𝑅𝑖 Constant elàstica de la roda i (i=1,2,3 o 4) 
𝑘𝑠 Rigidesa de la suspensió (General) 
𝐿𝑓 Distancia longitudinal del centre de gravetat a les rodes davanteres 
𝐿𝑖 Distancia longitudinal del centre de gravetat al punt de contacte de la roda i 
(i=1,2,3 o 4) 
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𝐿𝑟 Distancia longitudinal del centre de gravetat a les rodes posteriors 
𝐿𝑠𝑚𝑐 Distancia longitudinal del centre de masses suspeses. 
𝑚 Massa (general) 
𝑀𝑏𝑎𝑙 Moment de balanceig (càlcul de la barra estabilitzadora) 
𝑘𝐵𝐸 Rigidesa de la barra estabilitzadora 
𝑀𝐵𝑒𝑓 Moment de balanceig elàstic de l’eix davanter 
𝑀𝐵𝑒𝑝 Moment de balanceig elàstic de l’eix posterior 
𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓 Moment de la transferència de càrregues Mns davanteres 
𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑝 Moment de la transferència de càrregues Mns posteriors 
𝑀𝑇𝐶𝑒 Moment de la transferència de càrregues elàstiques 
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑓 Moment de la transferència de càrregues geomètrica davantera 
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑝 Moment de la transferència de càrregues geomètrica posterior 
𝑀𝑋𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜 Moment aerodinàmic del pla XY 
𝑀𝑋
𝑎𝑒𝑟𝑜 Moment aerodinàmic provocat per la força X 
𝑀𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜 Moment aerodinàmic provocat per la força Y 
𝑀𝑒𝑠𝑡_𝑓 Moment de la barra estabilitzadora davantera 
𝑀𝑒𝑠𝑡_𝑝 Moment de la barra estabilitzadora posterior 
𝑀𝑖
𝑟𝑜𝑑 Moment de rodolament del neumàtic i (i=1,2,3 o 4)– Paràmetre Pacejka 
𝑀𝑛𝑠 Massa no suspesa (general) 
𝑀𝑛𝑠𝑓 Massa no suspesa davantera 
𝑀𝑛𝑠𝑖 Massa no suspesa corresponent al conjunt roda i (i=1,2,3 o 4) 
𝑀𝑛𝑠𝑝 Massa no suspesa posterior 
𝑀𝑠 Massa suspesa 
𝑀𝑧 Moment d’auto alineament (General) – Paràmetre de Pacejka 
𝑀𝑧𝑟 Moment residual (General) – Paràmetre de Pacejka 
𝑁𝑖 Normal del neumàtic i (i=1,2,3 o 4) 
𝑁𝑖0 Normal inicial del neumàtic i (i=1,2,3 o 4) 
P Coeficient proporcional del PID 
Pc Coeficient del PID 
𝑃𝑚𝑚𝑎𝑥 Potència motor màxima 
𝑅0 Radi del neumàtic amb càrrega 
𝑅𝑑 Radi dinàmic del neumàtic 
𝑅𝑒𝑖 Radi efectiu del neumàtic i (i=1,2,3 o 4) 
𝑅𝑙 Radi del neumàtic des del centre a la part superior (Pacejka) 
𝑅∅ Radi inicial del neumàtic 
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𝑅𝛺 Radi del neumàtic a una velocitat Ω 
𝑆𝐻 Desplaçament horitzontal de les forces del neumàtic (conicitat)-Paràmetre Pacejka 
𝑆𝐻𝑓 Desplaçament horitzontal de les forces del neumàtic – Paràmetre Pacejka (𝑀𝑧𝑟) 
𝑆𝐻𝑡 Desplaçament horitzontal de les forces del neumàtic – Paràmetre Pacejka (𝑀𝑧) 
𝑆𝑉 Desplaçament vertical de les forces del neumàtic  (Ply steer)– Paràmetre Pacejka 
𝑆𝑓𝑖 Distancia transversal entre el centre de gravetat i la suspensió i (i=1,2,3 o 4) 
𝑆𝑊𝐴 Angle de gir del volant 
𝑡 Braç el neumàtic – Paràmetre Pacejka 
𝑇 Posició del pedal [%] 
𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓 Transferència de càrrega de la  𝑀𝑛𝑠 davantera 
𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑝 Transferència de càrrega de la  𝑀𝑛𝑠 posterior 
𝑇𝐶𝑒_𝑖 Transferència de càrrega elàstica i (i=f,p) 
𝑇𝐶𝑒𝑓 Transferència de càrrega elàstica davantera 
𝑇𝐶𝑒𝑝 Transferència de càrrega elàstica posterior 
𝑇𝐶𝑔𝑓 Transferència de càrrega geomètrica davantera 
𝑇𝐶𝑔𝑝 Transferència de càrrega geomètrica posterior 
Td Coeficient derivatiu del PID 
Ti Coeficient integrador del PID 
𝑇𝑖 Longitud transversal entre el centre de gravetat al punt de contacte de la roda i 
(i=1,2,3 o 4) 
𝑉𝑚𝑎𝑥𝑡𝑒𝑜 Velocitat màxima teòrica del vehicle 
𝑉𝑠𝑥 Velocitat longitudinal del neumàtic – Paràmetre Pacejka 
𝑉𝑠𝑦 Velocitat transversal del neumàtic – Paràmetre Pacejka 
𝑉𝑥 Velocitat avanç roda 
?̇? Acceleració del vehicle 
𝑣 Velocitat del vehicle 
𝑊𝑖𝑖 Càrrega inicial suportada per la suspensió i (i=1,2,3,4) 
𝑥 Funció de força de Pacejka sense incloure  𝑆𝐻 
𝑥𝑚 Paràmetre de Pacejka que indica la posició de pic. 
𝑋(𝑥) Variable de sortida del model de Pacejka que defineix la força longitudinal 
𝑦 Funció de força de Pacejka sense incloure  𝑆𝑉  
𝑌(𝑥) Variable de sortida del model de Pacejka que defineix la força lateral 
∆𝑧?̇? Increment de la velocitat del neumàtic en l’eix vertical 
∆𝑧𝑖 Variació de la posició del neumàtic en l’eix vertical 
𝛼𝑟 Angle de deriva– Paràmetre Pacejka ( 𝑀𝑧𝑟) 
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𝛼 Angle de deriva neumàtic (General) – Paràmetre Pacejka 
 𝛼𝑀 Angle de deriva neumàtic – Paràmetre Pacejka (𝑀𝑧) 
𝛼𝑡,𝑒𝑞 Deriva equivalent amb el braç del neumàtic– Paràmetre Pacejka 
𝛼𝑡 Deriva del braç del neumàtic– Paràmetre Pacejka ( 𝑀𝑧) 
β Angle de deriva del vehicle 
𝛽𝑖 Angle de deriva corresponent al neumàtic i (i=1,2,3,4) 
β̇ Velocitat de l’angle de deriva 
𝛿 Angle de deriva mig 
𝛿𝑖 Angle de gir del neumàtic i (i=1,2,3,4) 
𝜉 Esmorteïment de les suspensions 
θ Angle de balanceig 
𝜃𝑑𝑒𝑠𝑖𝑡𝑗𝑎𝑡 Angle de balanceig desitjat 
φ Angle de capcineig 
𝑓 Coeficient de rodolament d’un turisme 
𝜗 Coeficient de rodolament  
𝜌 Densitat de l’aire 1.223 (
𝑘𝑔
𝑚3
 ) 
ϒ Angle de caiguda 
ψ̈ Acceleració de guinyada 
ψ̇ Velocitat de guinyada 
ψ Angle de guinyada 
ƞ𝑑𝑖𝑓 Rendiment del diferencial 
ƞ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 Rendiment de la transmissió 
Г𝑖 Parell de la roda i (i=1 o 2) 
Г𝑚𝑎𝑥 Parell màxim del motor 
Г𝑖𝑚𝑎𝑥 Parell instantani màxim motor 
Г𝑚𝑟𝑒𝑎𝑙 Parell motor real 
Г𝑡𝑖 Parell tractor de la roda i (i=1 o 2) 
[%]Г1 Percentatge de parell del neumàtic 1 respecte el total 
𝜏1𝑎 Relació transmissió primera 
𝜏6𝑎 Relació de transmissió sisena 
ω𝑖 Velocitat angular de la roda i (i=1,2,3 o 4) 
𝜔𝑚 Velocitat angular del motor 
ω𝑅𝑖̇  Acceleració angular de la roda i (i=1,2,3 o 4) 
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1 Introducció 
1.1 Objectius del projecte 
L’objectiu del projecte es crear una aplicació que sigui capaç de preveure el comportament d’un 
vehicle per a diferents inputs de velocitat i gir de volant. A partir dels resultats de l’aplicació, 
s’haurà de poder avaluar l’estabilitat del automòbil.  
Per aconseguir aquest objectiu prèviament ha calgut: 
• Profunditzar en la dinàmica de vehicles i en el comportament de les suspensions. 
• Consultar diferents models del comportament dels vehicles. 
• Consultar diferents models del comportament dels neumàtics. 
• Consultar mètodes d’avaluació de l’estabilitat d’un vehicle. 
• Definir diferents tipus de perfils de velocitat i de angle de gir. 
• Crear un model no lineal del comportament d’un vehicle.  
L’ aplicació haurà de permetre canviar els paràmetres geomètrics i els inercials del vehicle, així 
com els paràmetres de la suspensió i del neumàtic. També es podran modificar algunes de les 
característiques dels paràmetres de control.  
1.2 Abast del projecte  
L’abast del present projecte serà la realització d’un model que reflecteixi un estudi global de la 
dinàmica lateral del vehicle, concretant només en l’estudi dels neumàtics. Inclourà la definició 
dels diferents tipus de perfils de velocitat i angle de gir, que siguin representatius de les situacions 
d’inestabilitat d’un vehicle. 
No pretén abastar la fase d’explotació de l’aplicació ni substituir qualsevol tipus d’assaig. Tampoc 
inclourà l’estudi al detall dels diferents mecanismes que formen part d’un vehicle ni l’estabilitat 
en frenada. 
1.3 Anàlisis de la estabilitat d’un vehicle  
Els vehicles formen part de la vida quotidiana de les persones. La demanda de seguretat i confort 
durant els anys s’ha vist incrementada. Malauradament el nombre d’accidents encara és molt 
elevat. A Catalunya es van produir 27.709 accidents de trànsit a l’any 2014 [1], en els que van 
perdre la vida o van resultar ferides greus 2.118 persones.  
Per millorar aquestes dades, la normativa europea estableix els requisits d’homologació dels 
vehicles, diferents associacions de consumidors o companyies asseguradores són les que ajuden a 
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definir els objectius als fabricants de vehicles. Alguns d’aquests requeriments es faran servir per 
l’elaboració del projecte. 
Malgrat que la seguretat passiva segueix sent molt important per al sector, la importància de la 
seguretat activa és notable. Conèixer com es comporta un vehicle és fonamental per aquests 
sistemes, l’avanç en l’electrònica i capacitat de càlcul han permès a la industria fer avenços 
importants en aquesta direcció, són un bon exemple tots els sistemes d’ajuda a la conducció com 
el ABS,ESP, MSR,... 
Hi ha diversos paràmetres que influeixen en l’estabilitat d’un vehicle com  la distribució de pesos, 
distancies i alçades, inèrcies,  etc. Aspectes com la tipologia de la tracció també són decisius. És 
per això que la dinàmica del vehicle és decisiva en el plantejament d’un vehicle ja en els primers 
passos del disseny. 
No s’ha d’oblidar pas el paper que juguen els neumàtics, nexe d’unió entre el vehicle i la carretera. 
Les suspensions són imprescindibles per l’anàlisi de l’estabilitat lateral. 
Actualment existeixen una gran varietat de programes comercials, que et permeten realitzar 
anàlisis dinàmic de diferents mecanismes 2-D, altres més concrets per a suspensions  3D com 
Lotus Engineering Suspension Analysis ® (LSA) o paquets MBS (Multi-Body system) com 
CarSim® o MSC Adams que permeten la simulació dinàmica del vehicle complet. Depenent dels 
paràmetres que es vulguin tenir en compte i la profunditat en la que es vulguin estudiar es redueix 
el ventall de possibilitats. En algunes d’ aquestes aplicacions es necessiten dades molt concretes 
del vehicle en estudi, les quals no es troben disponibles.  
Per aquest motiu, en aquest projecte s’ha creat una aplicació especifica que tingui en compte els 
aspectes esmentats anteriorment. Fent així un programa a la carta pel present estudi, escollint  
quines són les característiques necessàries per reflectir el comportament lateral de l’automòbil. 
Per al desenvolupament i la implementació de l’aplicació realitzada s’ha utilitzat l’entorn 
Simulink® degut a que en l’àmbit tècnic i científic s’utilitza amb freqüència. 
1.4 Motivació  
El tema del present treball final de màster ha estat proposat per l’enginyer Lluís Roger, professor 
adjunt del departament de mecànica de l’ETSEIB.  
El motiu principal pel qual s’ha escollit aquest treball, és l’ interès en la dinàmica de vehicles per 
part de l’estudiant, que ha considerat aquest treball una oportunitat per aprofundir en els 
coneixements adquirits durant el màster. 
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2 Dinàmica del vehicle  
Dinàmica: branca de la mecànica que estudia els moviments dels cossos en tant que són produïts 
per l’aplicació de les forces [2]. En aquest apartat s’estudien en profunditat les forces que 
interaccionen en el vehicle i les seves conseqüències amb els moviments que generen.  
L’objectiu d’aquest apartat és determinar les constants de les molles i els esmorteïdors necessaris. 
També s’estudia els diferents escenaris de dinàmica lateral, la influència de les suspensions i les 
forces dels neumàtics.  
2.1 Criteri de signes 
El criteri de signes que s’ha seguit en el projecte segueix la normativa ISO 8855:1991 [3]. En la 
següent figura 2-1 mostra el conveni de signes adoptat: 
 
Figura 2-1: Criteri de signes 
Els eixos són fixes al vehicle. L’eix X és longitudinal al vehicle i horitzontal, amb sentit positiu 
coincident amb l’avanç. L’eix Z és perpendicular al sòl, amb sentit positiu ascendent. L’eix Y és 
lateral i horitzontal, amb sentit positiu a l’esquerra del pilot, i queda totalment definit ja que 
forma una base ortogonal amb els altres dos eixos. 
 
L’origen de coordenades es troba a la intersecció del pla mig longitudinal del vehicle, amb el pla 
lateral el pla del sòl amb el eix central que uneix els centres de les rodes davanteres . La figura 2-1 
anterior mostra l’origen de coordenades i els seus eixos. El signe dels moments, és positiu en la 
direcció de l’eix corresponent. Per tant, si el vehicle balanceja cap a l’esquerra, el signe de l’angle 
de balanceig serà positiu. 
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2.2 Model de vehicle complet 
Per avaluar l’estabilitat lateral d’un vehicle s’ha considerat  necessari l’estudi dels següents 
moviments produïts per un vehicle en marxa: 
 Desplaçament longitudinal sobre el l’eix X. 
 Desplaçament lateral sobre l’eix Y. 
 Desplaçament vertical sobre l’eix Z. 
 Gir sobre l’eix X anomenat balanceig o roll. 
 Gir sobre l’eix Z anomenat guinyada o yaw. 
Per tant, es necessari un model de 3 dimensions. (figura 2-2).  
 
Figura 2-2: Model del vehicle 
El vehicle s’ha modelitzat en 5 sòlids rígids. La massa suspesa 𝑀𝑠, que està formada per totes les 
masses que es recolzen sobre les suspensions (motor, carrosseria, interiors...), també inclou una 
part del pes dels elements de la suspensió. Les altres quatre masses corresponen a les masses no 
suspeses 𝑀𝑛𝑠, es divideix en 𝑀𝑛𝑠 davanteres i posteriors tot i que per al treball s’especifica segons 
la posició, Mns davantera esquerra (𝑀𝑛𝑠1), 𝑀𝑛𝑠 davantera dreta (𝑀𝑛𝑠2), 𝑀𝑛𝑠 posterior esquerra 
(𝑀𝑛𝑠3) i finalment 𝑀𝑛𝑠 posterior dreta (𝑀𝑛𝑠4). Aquestes corresponen a la massa que no suporten 
les suspensions, sinó que es recolza directament sobre els neumàtics. Per tant, la massa no 
suspesa inclou la massa dels neumàtics, les rodes i tots els elements que es mouen directament 
amb les rodes i els neumàtics, a més de part del pes de les suspensions, eixos i molles de la 
suspensió [3]. 
Cal conèixer també el moment d’inèrcia el vehicle en els diferents eixos principals, ( 𝐼𝐺𝑥𝑥 ,
𝐼𝐺𝑦𝑦,   𝐼𝐺𝑧𝑧 ), no es tenen en compte els valors creuats (𝐼𝐺𝑧𝑥...), i les posicions dels centres de 
gravetats de les masses respecte els eixos de coordenades.  
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2.2.1 Modelització del sistema de direcció 
El sistema de direcció més comú per a vehicles lleugers és la utilització d’un sistema pinyó -
cremallera. A més, incorpora el disseny d’un quadrilàter articulat que segueix la geometria de 
Ackerman.  
La funció d’aquesta geometria es introduir la diferencia d’angles necessària, entre les dues rodes 
direccionals, per evitar el lliscament d’aquestes a l’hora de buscar el CIR (centre instantani de 
rotació) del vehicle a una corba. A la pràctica els quadrilàters de direcció no assoleixen 
exactament la relació entre els angles girats durant tot el seu ventall d’actuació. 
Tenint en compte que el model ha de ser versàtil es considera oportú implementar una teòrica 
geometria d’Ackerman, evitant simular mecanismes concrets. Fent un plantejament cinemàtic 
(veure figura 2-3) amb rodes rígides s’obté la següent relació entre l’angle de gir entre la roda 
dreta i esquerra:  
 
Figura 2-3: Geometria d'Ackerman 
tan 𝛿2 =
1
1
tan 𝛿1
−
𝑇1+𝑇2
𝐿𝑟+𝐿𝑓
  (Eq. 2.1) 
2.2.2 Caracterització dels neumàtics 
Les funcions a desenvolupar pel neumàtic són: la d’enllaç elàstic entre el vehicle i el terra, 
transportar la càrrega, contribuir a la suspensió i amortiment, permetre el guiatge i tracció per el 
medi al desenvolupament de forces d’estabilitat direccional i parells motrius i frenada (tracció). 
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2.2.2.1 Generació de força dels neumàtics 
L’estudi d’aquests fenòmens forma part de la tribologia o ciència que estudia el contacte entre 
superfícies que presenten moviment relatiu [2]. 
Les forces generades entre la pista i el neumàtic no són estrictament forces de fricció. La teoria de 
fricció de Coulomb diu que la força de fricció és proporcional a la força vertical sobre el cos i 
independent de l’àrea de contacte. Es tracta d’un model molt útil per un gran nombre 
d’aplicacions, però no és el cas dels neumàtics. 
La tracció és un dels assumptes més tractats en la industria automotriu i depèn en gran part dels 
neumàtics; altres factors que tenen influencia poden ser la superfície de tracció, la presencia o no 
d’elements que afavoreixin el lliscament, com pot ser l’aigua o el gel, la força normal sobre el 
mateix i la temperatura del neumàtic i la pista. 
En quan a generació de forces laterals es pot afirmar que només existeixen degut a la fricció  entre 
el neumàtic i la carretera, sent molt dependents de la força vertical,  però també de paràmetres 
com la pressió la mida, l’ ample del neumàtic i de la llanta, que clarament estant relacionades amb 
l’àrea de contacte entre roda y carretera. 
S’han anat fent diversos avanços en aquest àmbit, per exemple una aportació important, per part 
del Dr. Richard Stribeck, és el fet que les forces de fricció decreixen amb l’augment de velocitat. 
Cal esmentar que aquest fenomen es produeix a velocitats baixes. [4]. 
Les forces generades per la interacció neumàtic-superfície de 
rodolament es deuen sobretot a dos mecanismes: l’adhesió i la 
histèresis [5].  L'adhesió incrementa la unió intermolecular 
entre el cautxú dels neumàtics i la superfície d’asfalt de la pista. 
És la component més important quan es tracta d’una superfície 
de pista seca, però es redueix considerablement en condicions 
de pista mullada. 
La histèresis és el retard entre una causa excitadora i la 
intensitat de l'efecte físic que pot produir en un cos [2]. En el 
cas dels neumàtics la histèresis és la tendència de la goma a 
tenir un retard en el retorn natural després d’haver sofert una  
deformació.  
Quan el neumàtic es deforma emmagatzema energia potencial elàstica que s’allibera quan retorna 
a l’estat neutral. Amb histèresis, l’energia es perd en forma de calor quan la goma està en un estat 
relaxat, per tant una força resistent sorgeix entre la banda de rodolament i la pista. El procés 
Figura 2-4: Histèresis neumàtic [5] 
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exacte per el que la histèresis genera forces encara no es coneix. Però per entendre aquest procés   
l’experiment de Paul Haney ens és útil. 
Com es pot veure en la figura 2-4 on hi ha lliscament entre la goma i una superfície irregular. Es 
pot observar que si la goma es recupera lentament passant a través de les irregularitats, com 
passa en la goma amb molta histèresis, no pot ser empentada cap a la superfície en el mateix 
sentit de la velocitat tant fort com si empentes contra les cares a contracorrent del moviment. 
Aquesta diferencia de pressió entre la cara a favor de moviment i la cara a contracorrent resulta 
en forces de fricció, tot i estar lubricades [5]. 
2.2.2.2 Angle de deriva i deflexió lateral  
Quan el conductor gira el volant, el vehicle comença a prendre la corba. Just abans, la inèrcia del 
cotxe genera una força centrifuga que empenta el vehicle cap a l’exterior de la corba. Aquesta 
força es transmet als neumàtics, causant una deflexió lateral en ells. 
Aquesta deflexió té dues causes: la primera raó és que el neumàtic és un element elàstic que gira, 
la part del neumàtic que està en contacte amb el terra, anomenat petjada de contacte, no gira 
(sobre l’eix vertical)  per igual en tota la petjada. Degut a que el neumàtic és un component elàstic, 
les zones més properes a la petjada també patiran una deformació lateral. 
Una vegada la roda està girant sobre si mateixa, les zones que formaran part de la petjada es 
renovaran constantment. Si a més s’aplica un gir sobre l’eix vertical del neumàtic la zona de 
contacte experimentarà una deflexió lateral com es pot veure en la següent imatge:   
 
Figura 2-5: Deflexió lateral [6] 
La segona raó per la deflexió lateral succeeix és perquè l'adherència entre el neumàtic i la pista 
impedeix que el neumàtic llisqui lateralment quan la força d'inèrcia que empeny el neumàtic cap a 
l'exterior de la corba està present.  Sempre dins de certs límits. També pot haver-hi lliscament. 
Aquesta combinació d'efectes fa que el recorregut del neumàtic en una direcció diferent de la que 
les rodes estan apuntant. 
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L’angle entre la direcció del neumàtic i la direcció que segueix la resultant de la petjada 
s’anomena angle de deriva. 
2.2.2.3 Models de neumàtics 
A l’hora de tractar aquesta qüestió s’han revisat diferents models. Es poden fer diverses 
classificacions; com per exemple distingir entre els que són de tipus empírics o teòrics, o 
diferenciar entre les situacions que representen com estats transitoris o estacionaris. Els models 
més representatius són: 
Models lineals 
Aquesta classe de models són els més senzills que es poden fer servir per representar la força en 
funció de l’angle de deriva o del lliscament. La gran avantatge d’aquest tipus de models és que 
simplifica la resolució del sistema d’equacions, però implica una pèrdua de fidelitat en el 
comportament del neumàtic. 
Model de bigues  
Aquest és un model no lineal, que es basa en un anell format per diferents bigues connectades a 
una estructura elàstica a les parets exteriors que simula la banda de rodolament. Es tracta d’un 
model útil per a estats estacionaris. 
Model de pinzell 
Es tracta d’un model teòric, dintre del mateix té diverses variants, el més senzill considera la 
carcassa del neumàtic com un element rígid, altres variants la consideren linear, parabòlica o 
asimètrica. Es diferencien principalment en la distribució de la força sobre la petjada. És sol 
incorporar el cercle de fricció en aquest tipus de model, que ajuda a determinar quan es produeix 
el lliscament, tant sigui en situacions de forces unidireccionals com combinades. 
Model de cordes 
Aquest model considera que el neumàtic està format per una banda elàstica, que en funció de si el 
vehicle es troba en estat estacionari, accelerant o frenant seguirà la petjada del neumàtic. 
Simulant així el fenomen de tracció i compressió que sofreixen els neumàtics a l’hora d’accelerar o 
frenar.  També es tracta d’un model teòric no lineal. 
    
Pàg.  19 Model de la dinàmica lateral d’un vehicle complet 
 
Figura 2-6: Model de corda (String model Nicholas D.Smith -Colorado State University,2004 Formula SAE Platform) 
Model de Pacejka: 
Es tracta d’un model semi empíric, el qual el seu desenvolupament es va iniciar a mitjans dels 
anys vuitanta. En una cooperació entre els TU-Delft i Volvo. Diverses versions del model de 
neumàtic s'han desenvolupat i aquests resultats es presenten en la literatura de Pacejka [7], [8]. 
Aquest model ha estat modelat des de un punt de vista físic fins al 1993, on es va incloure un 
mètode purament empíric, fent servir la “Magic Formula” [9], funció inversa de la tangent 
modificada, i funcions que incloïen el pes per descriure la generació de forces combinades dels 
neumàtics. 
Per tant obtenim un model que descriu les diferents forces i moments que genera un neumàtic a 
partir de la funció arctangent, amb una sèrie de modificacions basades en coeficients extrets d’un 
post processament de les dades experimentals. Es tracta d’un dels models més utilitzats en el 
sector degut a la bona correlació dels resultats, tot i que impliqui un model extens. L’inconvenient 
més notable és que necessita una velocitat angular mínima de les rodes perquè el model pugui ser 
representatiu. 
 
Figura 2-7: Entrades i sortides del model de Pacejka 
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Després d’haver analitzat diversos models, es troba que el model de Pacejka és el més adequat per 
a la programació del model del present projecte. Permetent així dotar d’una representació fiable 
de paràmetres importants per l’estudi de la dinàmica lateral del vehicle com és la força lateral o el 
moment d’auto alineament. S’assumeix la velocitat angular mínima, per tant els assajos no 
podran partir de 0. 
2.2.2.4 Descripció del model escollit 
Es farà servir el “TNO MF-TYRE 6.1 MAGIC FORMULA” [10] ja que es tracta d’un dels models 
més avançats de la formula de Pacejka, parteix del model TNO MF-Tyre 5.2.  El criteri de signes 
que es seguirà serà el proposat per la font bibliogràfica que deriva del conveni ISO de signes.  
 
Figura 2-8: Conveni de signes del model de neumàtic [10] 
Un paràmetre que afecta, d’una manera notable, al comportament del neumàtic és l’angle de 
caiguda γ que en concordança amb la terminologia ISO  fa referencia a la inclinació de la roda en 
el pla vertical de la roda, es diu que es positiu quan vist des del darrera està inclinada cap a la 
dreta [10]. Com es pot veure a la figura 2-8. 
La formula general que es mostra a continuació es manté per uns valors de carrega vertical i angle 
de caiguda determinats: 
𝑦 = 𝐷 sin[𝐶 · tan−1{(1 − 𝐸)𝐵𝑥 + (𝐸 · tan
−1(𝐵𝑥))}]  (Eq. 2.2) 
Amb  
𝑌(𝑋) =  𝑦(𝑥) + 𝑆𝑉  (Eq. 2.3) 
𝑥 =  𝑋 +  𝑆𝐻  (Eq. 2.4) 
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On Y és la variable de sortida i es defineix com a forca longitudinal Fx=Y(k) o la força lateral Fy= 
Y(α). X es defineix com la variable d’entrada, en el cas de tractar-se de la força longitudinal 
parlaríem del lliscament k i si es vol calcular la força lateral l’angle de deriva  (α). La resta de 
variables descriuen la Magic Formula a partir dels següents factors: 
 B - Factor de rigidesa 
 C - Factor de forma 
 D - Valor de pic 
 E - Factor de curvatura 
 Sh - Desplaçament horitzontal 
 Sv - Desplaçament vertical 
La Magic Formula produeix una corba típica que passa per l’origen de coordenades, augmenta 
fins arribar a un màxim i acaba tendint a una asímptota. Variant els paràmetres B,C,D i E es pot 
modificar la corba fent-la no simètrica respecte l’origen. En canvi la variació dels valors de SH i SV 
desplaces el 0,0 de la corba com si s’establís un nou eix de coordenades, desplaçat del primer. 
 
Figura 2-9: Corba característica Pacejka 
L’equació Eq. 2.2 es capaç de reproduir diferents característiques mesurades d’un neumàtic, com 
la força lateral (Fy) com a funció del angle de deriva i la força longitudinal (Fx) com a funció del 
lliscament (k). Les dues en funció de la carrega vertical Fz i l’angle de caiguda (γ) que s’inclouen 
dintre dels paràmetres que modifiquen la corba. 
La figura anterior (Fig. 2-9) representa la classe de corba que es pot extreure com a resultat de 
força lateral o longitudinal. 
El coeficient D representa el valor de pic (per C≥1) i el producte BCD correspon a la pendent des 
de l’origen (0,0). El factor B és el que determinarà el pendent de la corba. El factor E s’introdueix 
per controlar el pic i la posició horitzontal del pic (xm)  
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El desplaçament SH apareix amb la conicitat, i és la característica que descriu la tendència a la 
bolcada en forma de con. El desplaçament SV ply steer fa referència a com les característiques 
constructives, asimetria de la carcassa, del neumàtic afecten al comportament del neumàtic. 
Aquests paràmetres causen que la corba de força longitudinal i lateral no passin per l’origen.   
El moment d’auto alineament (Mz) es pot obtenir multiplicant la força lateral amb el braç del 
neumàtic i afegint el petit (excepte amb una caiguda important) moment residual (Mzr).  
El parell d’auto alineament (Mz) és el parell que un neumàtic crea a mesura que gira respecte l’eix 
vertical i que tendeix a redirigir el neumàtic. En presencia d’un angle de deriva diferent de zero, 
aquest parell tendeix a redirigir el neumàtic cap a la direcció en la que viatja, d’aquí prové el seu 
nom. 
Fins i tot si l’angle de deriva i de caiguda són cero i el terra és pla, aquest moment continua 
generant degut a les asimetries de construcció del neumàtic, a més de la distribució de pressions 
del mateix. En els neumàtics d’un turisme habitual aquest parell arriba al seu màxim entre els  2-
4º de l’angle de deriva i cau a 0 quan la força lateral es màxima.  Tot i que com ja s’ha esmentat 
depèn de molts factors la forma d’aquest moment. [11] 
 
Figura 2-10:  Mz  Moment d'auto alineament 
El braç del neumàtic és bàsicament la distancia que genera el moment a través del qual actua la 
força lateral. La força lateral actua per darrere de la línia central del neumàtic. Aquest és el 
resultat de la distribució de forces a la petjada, propera a una força triangular [12] 
 
𝑀𝑧 = −𝑡 · 𝐹𝑦 + 𝑀𝑧𝑟  (Eq. 2.5) 
 
La disminució del braç del neumàtic augmentant l’angle de deriva es descrit per la següent 
equació: 
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𝑡 = 𝐷𝑡 cos[𝐶𝑡 · tan
−1{𝐵𝑡 · 𝛼𝑡 − 𝐸𝑡(𝐵𝑡 · 𝛼𝑡,𝑒𝑞 − tan
−1(𝐵𝑡 · 𝛼𝑡,𝑒𝑞))}] cos  (𝛼𝑀)  (Eq. 2.6) 
 
On 
𝛼𝑡 =  tan 𝛼 + 𝑆𝐻𝑡  (Eq. 2.7) 
 
El moment residual mostra una disminució semblant: 
𝑀𝑧𝑟 = 𝐷𝑟 cos[tan
−1{𝐵𝑟 · 𝛼𝑟}]  (Eq. 2.8) 
 
On: 
 
𝛼𝑟 =  tan 𝛼 + 𝑆𝐻𝑓  (Eq. 2.9) 
 
Ambdós, el moment d’auto alineament i el parell residual es modelen a partir de la formula de 
Pacejka, però per reproduir aquesta funció es fa servir una funció cosinus per reproduir la corba 
amb forma de muntanya que els caracteritza, com es pot veure a la figura 2-11. Els valors de pic 
estan definits per els paràmetres D, el factor de forma C determina el nivell ya  respecte 
l’asímptota horitzontal, mentre que el factor B influeix en la curvatura del pic. Finalment el factor 
E modifica la forma de la funció per a valors alts de deriva i influencia en la localització del punt 
x0 sobre el eix de les x. 
 
 
Figura 2-11: Corba del moment d'autoalineament de Pacejka 
Aquestes són les principals característiques del model de Pacejka, dintre d’aquests paràmetres 
trobem més formules i una llista de coeficients que ajuden a definir una resposta real d’un 
neumàtic, prèvia obtenció de les dades amb mètodes experimentals. Per una informació més 
detallada consultar l’annex del model de pacejka. 
2.2.3 Caracterització de la força de la suspensió 
La suspensió d’un vehicle és l’enllaç entre la massa suspesa i les no suspeses. La seva funció 
principal es mantenir el contacte roda i terra, permeten un bon control i ajudant a l’estabilitat del 
vehicle. Un altre funció de la suspensió es aïllar la carrosseria de les irregularitats de la carretera. 
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La suspensió està formada per un element elàstic i un d’esmorteïdor. L’element elàstic és 
l’encarregat de suportar el pes del vehicle i permet el moviment vertical de les rodes per tal 
d’assegurar el contacte amb el terra. L’element elàstic pot ser, entre d’altres, una molla helicoïdal, 
una barra de torsió, una ballesta, etç. L’esmorteïdor és l’altre element de la suspensió. La seva 
funció és permetre desplaçar-se del seu punt d’equilibri de una forma controlada, actuant sobre la 
resposta del vehicle en qualssevol dels seus eixos, retardant-la i esmorteint-la. 
Els elements de la suspensió solen trobar-se lleugerament inclinats respecte els diferents eixos del 
vehicle, fent que la relació de forces entre els elements elàstics i els esmorteïdors no tinguin 
relacions lineals entre elles ni amb la força de la massa suspesa. 
La força de la suspensió s’ha dividit en 4 termes diferents; la força inicial corresponen a la 
distribució inicial de càrregues ( 𝑊𝑖𝑖), la força de l’element elàstic o molla ( 𝐹𝑚), la força de 
l’element esmorteïdor ( 𝐹𝑒) i l’increment de força degut a la transferència de càrregues elàstiques 
(𝑇𝐶𝑒_𝑖  ),és a dir, la força generada per la massa suspesa transmesa a través de les suspensions: 
𝐹𝑠 = 𝑊𝑖𝑖 − 𝐹𝑚 − 𝐹𝑒 + 𝑇𝐶𝑒_𝑖    (Eq. 2.10) 
El subíndex i correspon a la localització dels elements de la suspensió (roda 1,2,3,4) o fa 
referencia al terme inicial. Exemple 𝑊𝑖𝑖 força inicial de l’element i. 
A continuació, es descriu la força de l’element elàstic lineal, al que es pot representar per una 
molla a la que se li aplica un desplaçament vertical en z, comprimint-la. Obtenint que la força de 
la molla es: 
𝐹𝑚 = 𝐾𝑖 · Δ𝑧𝑖   (Eq. 2.11) 
Per descriure la força de l’element esmorteïdor es decideix establir un model lineal en el que la 
força variarà en funció de la velocitat sobre l’eix z del mateix. Es pot representar amb la següent 
equació: 
𝐹𝑒 = 𝐶𝑖 ·  Δ?̇?𝑖  (Eq. 2.12) 
2.2.3.1 Modelització de les suspensions 
Per  la modelització de les suspensions es necessari dividir el vehicle en cinc sòlids rígids, 
representant les masses suspeses i no suspeses com es pot veure a la figura 2-12. 
Les suspensions davanteres segueixen una configuració Mc Pherson, d’altra banda les 
suspensions posteriors es consideren braços arrossegats. Per tal de trobar els centres de balanceig 
pertinents, segons ISO 8855 [3], s’ha seguit el mètode gràfic, es considera que el centre de 
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balanceig es troba al pla longitudinal del vehicle No es tindran en compte els canvis de geometria 
de les suspensions per al model. Per més informació consultar l’annex de càlculs complementaris.  
  
Figura 2-12: Masses suspeses i no suspeses 
2.2.3.2 Distribució de pesos 
Per tal d’estudiar el model, s’ha definit una posició d’equilibri equivalent a la situació de repòs del 
vehicle. Algunes de les dades d’entrada al model serà la massa total del vehicle, així com la de les 
masses suspeses, a més de les cotes que permeten indicar la posició del centre de gravetat del 
vehicle. A partir d’aquestes dades es calcula la distribució de pesos inicial, trobant també les 
forces de les suspensions en repòs. S’obtenen doncs les següents equacions: 
𝑊𝑖1 = [𝑀𝑠 + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑓) + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑝)] · [
𝐿3
𝐿1+𝐿3
·  
𝑇2
𝑇1+𝑇3
] − 𝑀𝑛𝑠𝑓  (Eq. 2.13) 
𝑊𝑖2 = [𝑀𝑠 + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑓) + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑝)] · [
𝐿4
𝐿2+𝐿4
·  
𝑇1
𝑇1+𝑇2
] − 𝑀𝑛𝑠𝑓  (Eq. 2.14) 
𝑊𝑖3 = [𝑀𝑠 + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑓) + (2 · 𝑀𝑛𝑠𝑝)] · [
𝐿1
𝐿1+𝐿3
·  
𝑇4
𝑇4+𝑇3
] − 𝑀𝑛𝑠𝑝  (Eq. 2.15) 
𝑊𝑖4 =  𝑊𝑠 − 𝑊𝑖1 − 𝑊𝑖2 − 𝑊𝑖3  (Eq. 2.16) 
𝐿𝑠𝑚𝑐 =  [
𝑊𝑖3+𝑊𝑖4
𝑊𝑖1+𝑊𝑖2+𝑊𝑖3+𝑊𝑖4
] · [𝐿1 + 𝐿3]  (Eq. 2.17) 
2.2.3.3 Transferència de càrrega  
Quan es procedeix a prendre una corba els neumàtics generen les forces de tracció que et 
permeten seguir la trajectòria desitjada, fent que el vehicle experimenti una l’acceleració 
centrifuga. Es segueix el models de dinàmica lateral que planteja el balanceig en 3 fases. 
Es pot distingir doncs dintre de la transferència total de càrrega certa quantitat de la transferència 
de pesos succeeix gairebé immediatament després de que les forces hagin estat generades per 
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l’acceleració de la massa del vehicle, transmesa directament a través de les suspensions cap als 
neumàtics. Durant la situació de balanceig es solen considerar dues transferències de pes. La 
primera ve donada per la transmissió directa a través del centre de balanceig. La major part de la 
transferència de pesos es produeix degut a la massa suspesa passant a través de les suspensions. 
  
Figura 2-13:  Transferència de càrregues 
  Transferència de càrrega de la massa no suspesa: 
La transferència de càrregues degut a la massa no suspesa no passa a través de les suspensions,  
només afecta a les normals. Durant el balanceig, la transferència de càrregues es divideix entre el 
produït per les masses suspeses davanteres i posteriors.  
Per trobar l’increment de càrrega de cadascun dels neumàtics es planteja la suma de moments a 
l’alçada del sòl amb el centre de l’eix del  vehicle. En el següent esquema estan representades les 
forces que actuen en l’eix frontal en aquesta fase. 
 
Figura 2-14:  TC masses no suspeses frontals 
A continuació trobem les equacions que regeixen el comportament en l’eix davanter. 
𝐹𝑐𝑖 = 𝑎𝑦 ∗ 𝑀𝑛𝑠𝑖   (Eq. 2.18) 
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𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓 = (𝐹𝑐2 + 𝐹𝑐1) · 𝐻𝑀𝑛𝑠𝑓  (Eq. 2.19) 
𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓 =
𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓
𝑇1+𝑇2
  (Eq. 2.20) 
En la següent figura es representen les forces que actuen en el balanceig de l’eix posterior degut a 
les masses no suspeses. A continuació es mostren també les equacions pertinents. 
 
Figura 2-15:   TC masses no suspeses posteriors 
𝐹𝑐𝑝 = 𝑎𝑦 ∗ 𝑀𝑛𝑠𝑝  (Eq. 2.21) 
𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑓 = (𝐹𝑐𝑝) ∗ 𝐻𝑀𝑛𝑠𝑝  (Eq. 2.22) 
𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑝 =
𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠𝑝
𝑇3+𝑇4
  (Eq. 2.23) 
   Transferència de càrrega geomètrica: 
La següent fase de la transferència de càrregues es produeix a través del centre de balanceig. 
Aquest només té efecte sobre les normals. De nou, la transferència de càrregues es separa entre la 
part davantera i posterior. Això es degut a que les diferents geometries de suspensions generen 
centres de rotació diferents. Canviant aquesta geometria es canvia l’alçada del centre de balanceig 
davanter o posterior augmentant o disminuint la transferència de càrregues. Es un avantatge 
important la possibilitat de regulació d’aquest paràmetre.   
A continuació es planteja l’esquema que representa les forces que es tenen en compte en aquesta 
fase. Primer es realitza un sumatori de forces en l’eix transversal en els dos eixos, obtenint així la 
resultant sobre cadascun dels centres de balanceig (frontal, posterior). Una vegada obtinguda la 
força resultant es torna a realitzar suma de moments on es creuen la pista i el pla longitudinal del 
vehicle, obtenint posteriorment l’increment de càrrega que suposen les forces transversals.  
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Figura 2-16:  TC centre balanceig frontal 
∑ 𝐹𝑦 = 𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 − 𝐹𝐵𝑓 − 𝐹𝑐2 − 𝐹𝑐1  (Eq. 2.24) 
𝐹𝐵𝑓 = 𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 − 𝐹𝑐2 − 𝐹𝑐1  (Eq. 2.25) 
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑓 = 𝐹𝐵𝑓 · 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑓  (Eq. 2.26) 
𝑇𝐶𝑔𝑓 =
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑓
𝑇1+𝑇2
  (Eq. 2.27) 
  
Figura 2-17:  TC centre balanceig posterior 
∑ 𝐹𝑦 = 𝐹𝑦3 + 𝐹𝑦4 − 𝐹𝐵𝑝 − 𝐹𝑐𝑝  (Eq. 2.28) 
𝐹𝐵𝑝 = 𝐹𝑦3 + 𝐹𝑦4 − 𝐹𝑐𝑝  (Eq. 2.29) 
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑝 = 𝐹𝐵𝑝 · 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑝  (Eq. 2.30) 
𝑇𝐶𝑔𝑝 =
𝑀𝑇𝐶𝑔𝑝
𝑇3+𝑇4
  (Eq. 2.31) 
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  Transferència de càrrega de la massa suspesa: 
En aquest cas es té en compte que el xassís és un sòlid rígid, pel qual la transferència de càrregues 
s’ha de calcular de manera global. Els centres de balanceig davanter i posterior es poden unir 
imaginàriament per trobar el centre de balanceig a l’alçada del centre de gravetat, ISO 8855 [3]. 
Aquesta transferència de carregues té la seva reacció en els elements elàstics. 
A l’hora de realitzar el model és necessari fer les equacions de suma de moments en l’eix davanter 
i posterior per tal de calcular l’aportació de cadascú dels eixos a la transferència total de pesos. Es 
calcula el moment de balanceig pertinent a través de la suma de moments en el pla transversal del 
vehicle a l’alçada del centre de balanceig. 
   
Figura 2-18:  Centre de balanceig 
Aquesta última fase comença amb la transmissió dels moments de balanceig davanter i posterior 
a la massa suspesa. Es plantegen les equacions de suma de moments, en l’eix davanter i posterior, 
respecte el centre de balanceig (veure figura 2-18 i 2-19), obtenint així les següents equacions: 
  
Figura 2-19: TC moment frontal 
𝑀𝐵𝑒𝑓 = (𝑁1 − (𝑀𝑛𝑠1 · 𝑔)) · 𝑇1 −(𝑁2 − (𝑀𝑛𝑠2 · 𝑔)) · 𝑇2 −𝐹𝑠1 · 𝑆𝑓1 + 𝐹𝑠2 · 𝑆𝑓2 + (𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2) · 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑓 +
(𝐹𝑐1 + 𝐹𝑐2) ∗ (𝐻𝑀𝑛𝑠𝑓 − 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑓) − 𝑀𝑒𝑠𝑡_𝑓   (Eq. 2.32) 
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Figura 2-20: TC moment posterior 
𝑀𝑒𝑠𝑡 = 𝐾𝑒𝑠𝑡 · 𝜃  (Eq. 2.33) 
𝑀𝐵𝑒𝑝 = (𝑁3 − (𝑀𝑛𝑠3 · 𝑔)) · 𝑇3 −(𝑁4 − (𝑀𝑛𝑠4 · 𝑔)) · 𝑇4 −𝐹𝑠3 · 𝑆𝑓3 + 𝐹𝑠4 · 𝑆𝑓4 + (𝐹𝑦3 + 𝐹𝑦4) · 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑝 +
(𝐹𝑐𝑝 · (𝐻𝑀𝑛𝑠𝑝 − 𝐻𝐶𝐼𝑅𝑝)) − 𝑀𝑒𝑠𝑡_𝑝  (Eq. 2.34) 
La segona part d’aquesta tercera fase té lloc a la massa suspesa. A la següent figura es planteja 
suma de moments respecte el centre de balanceig de la massa suspesa, obtenint així la 
transferència de càrrega que sofreixen els elements elàstics i que posteriorment transmetran als 
neumàtics.  
 
Figura 2-21:  TC elàstiques 
𝑀𝑇𝐶𝑒 = (𝐹𝑐𝑀𝑠 · (𝐻𝑀𝑠 − 𝐻𝐶𝐵) · cos 𝜃) + (𝑀𝑠 · 𝑔 · (𝐻𝑀𝑠 − 𝐻𝐶𝐵) · sin 𝜃) −  𝑀𝐵𝑒𝑓 − 𝑀𝐵𝑒𝑝+ 𝐹𝑠1 ∗ 𝑆𝑓1 +
𝐹𝑠3 ∗ 𝑆𝑓3 −  𝐹𝑠2 ∗ 𝑆𝑓2 − 𝐹𝑠4 ∗ 𝑆𝑓4  (Eq. 2.35) 
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La transferència de càrrega elàstica es la que genera l’angle de balanceig, simplificant el sistema 
considerant una constant de balanceig constant i  equivalent al sistema s’obté la següent 
expressió: 
𝜃 =
𝑀𝑇𝐶𝑒
𝐾𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡
  (Eq.  2.36) 
Finalment les càrregues davanteres i posteriors són les següents: 
𝑇𝐶𝑒𝑓 =
𝑀𝑇𝐶𝑒
𝑆𝑓1+𝑆𝑓2
𝐾3
𝐾1+𝐾3
  (Eq. 2.37) 
𝑇𝐶𝑒𝑝 =
𝑀𝑇𝐶𝑒
𝑆𝑓3+𝑆𝑓4
𝐾1
𝐾1+𝐾3
  (Eq. 2.38) 
2.2.3.4 Caracterització de la molla i l’esmorteïdor 
Es necessari establir unes dades de partida per introduir al model i així poder extreure resultats.  
Per fer-ho es parteix de d’hipòtesis d’un model de mig vehicle en el pla longitudinal. A l’hora de 
realitzar aquest plantejament es farà en relació al capcineig, degut a que les freqüències naturals 
del sistema tendiran a fer oscil·lar el vehicle en aquest pla. El rang de freqüències d’excitació d’un 
vehicle es bastant extens degut a la varietat de velocitats que pot assolir el mateix. A l’hora de 
definir la freqüència d’oscil·lació del sistema és oportú dissenya’ls per obtenir freqüències entre 
1.1-1.3 Hz per motius de confort. És adient també que l’esmorteïment es trobi entre 0.2 i 0.3.  
A partir d’aquestes dades, considerant un model d’un quart de vehicle modelat a partir d’una 
massa, una molla i un esmorteïdor és fàcil esbrinar les constants pertinents. En un sistema de 
segon ordre, en el domini de Laplace, obtenim les següents relacions que ens ajudaran a definir 
aquests paràmetres: 
𝑓 = (
1
2𝜋
) √
𝑘𝑙 
𝑚 
  (Eq. 2.39) 
𝜉 = 2 ∗ 𝑐 ∗ √
𝑘𝑙 
𝑚 
  (Eq. 2.40) 
𝑓𝑀𝑠 = (
1
2𝜋
) √
𝑘𝑠∗𝑘𝑛 
(𝑘𝑠+𝑘𝑛) 
1
(𝑀𝑠/4)
  (Eq. 2.41) 
𝑓𝑀𝑛𝑠 = (
1
2𝜋
) √
𝑘𝑠+𝑘𝑛 
𝑀𝑛𝑠 
  (Eq. 2.42) 
S’incorpora al model una barra estabilitzadora per ajudar a controlar l’angle de balanceig a més 
de permetre controlar la transferència de carregues elàstiques. Per calcular la rigidesa de la barra 
estabilitzadora es fixa una inclinació determinada per una acceleració lateral de 9.81 
𝑚
𝑠2
. Es calcula 
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la rigidesa de balanceig, respecte l’eix longitudinal del vehicle, necessària per obtenir aquesta 
inclinació i se n’aïlla la K 
𝑁𝑚
𝑟𝑎𝑑
 de la barra estabilitzadora. Els resultats obtinguts es poden observar 
a l’annex de càlculs complementaris. 
2.2.4 Dinàmica longitudinal 
Fa referència les forces que tenen a veure amb la dinàmica longitudinal del vehicle, per tant, 
s’observa quines forces es generen amb la variació de les forces longitudinals.  
Com ja s’ha esmentat només es plantejarà la situació de acceleració o  manteniment de la velocitat 
del vehicle. Per desenvolupar les forces d’acceleració entre el neumàtic i el terra en la petjada es 
necessari que una força actuï. El mecanisme en els neumàtics per desenvolupar aquestes forces 
longitudinals va de la ma del mecanisme per generar forces laterals, es necessari un lliscament en 
la petjada de contacte. En el cas d’estudi (acceleració) aquest lliscament haurà d’anar entre 0-1.  
2.2.4.1 Lliscament k 
És un dels paràmetres que necessita el model de Pacejka per realitzar els càlculs de força 
longitudinal. Com ja s’ha indicat el parell de tracció produeix una reacció, la forca de tracció Fx, 
des de la roda al terra. Aquesta força mou la petjada endavant comprimint la banda de contacte 
inicial com es pot veure a la següent imatge: 
 
Figura 2-22: Neumàtic en tracció  
L’equació que representa la situació d’acceleració és la següent: 
𝑘 = 1 −
𝑉𝑥
𝑅𝑒𝑖·𝜔𝑖
  (Eq. 2.43) 
On k és el lliscament longitudinal, V la velocitat del vehicle, Rei el radi efectiu de la roda (i) i ωi la 
velocitat angular de la roda (i). 
En situació d’estat estacionari, o sigui velocitat constant, velocitat del vent cero, circulació en línia 
recta i terreny pla, la velocitat del vehicle i la velocitat angular pel radi seran iguals per tant k=0. 
Si es vol simular una acceleració molt elevada, en la que la roda gira sense parell resistent V=0 
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fent que k=1. En situacions intermèdies, s’obtenen un augment de l’acceleració; els valors 
admissibles de lliscament longitudinal estan al voltant del 10%. 
A les rodes posteriors s’estableix un valor de lliscament longitudinal de 0, ja que es pretén simular 
vehicles de tracció davantera en situació de velocitat constant o acceleració nul·la. En canvi per a 
les rodes davanteres, per accelerar la roda i generar lliscament, es planteja la segona llei de 
Newton on el parell és igual a acceleració angular per la inèrcia, aïllant trobem que l’acceleració 
angular és: 
?̇?𝑅𝑖 =
Г𝑖−Г𝑡𝑖
𝐼𝑅𝑖
  (Eq. 2.44) 
Cada roda tractora té el seu parell motor (Г𝑖) que obté del motor a través del diferencial. Aquest es 
veu contrarestat per el parell tractor (Г𝑡𝑖) que correspon a la força longitudinal del neumàtic. Per 
trobar al parell motor Г𝑚 s’ha implementat un model senzill de motor i caixa de canvis. 
Г𝑡𝑖 = 𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 · 𝑅𝑒𝑖   (Eq. 2.45) 
2.2.4.2 Modelització del motor 
Existeix una gran varietat de models de motors, des de models lineals, a complexes models no 
lineals que simulen el procés de combustió o inclouen despeses com els sistema de lubricació i 
refrigeració. 
Com l’objectiu del projecte és estudiar l’estabilitat del vehicle es creu convenient optar per un 
model basat en una taula de valors, els quals estan extrets d’assajos de banc motor per l’institut de 
recerca Rototest®. Aquestes dades permeten saber el parell motor i la potencia amb gas a fons a 
diferents velocitats de gir de diferents vehicles.  
Les dades que s’han pogut obtenir són dades puntuals o gràfiques,  per trobar valors intermedis 
s’ha fet servir una interpolació lineals. Per tal de millorar la capacitat de regulació de velocitat 
s’afegeix un controlador PID que varia la funció posició del pedal que juntament amb el model del 
motor determinaran el parell que s’aplica a les rodes. La posició del pedal T s’estableix com un 
percentatge lineal de la potencia del motor. 
Г𝑚𝑟𝑒𝑎𝑙 = Г𝑖𝑚𝑎𝑥 · 𝑇[%]  (Eq. 2.46) 
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Figura 2-23: Percentatge en la corba de parell 
La sintonització del controlador del motor (PID) s’ha realitzat seguint el mètode de Ziegler- 
Nichols en llaç tancat. Els passos que s’ha seguit han estat els següents: 
 Els guanys Ti (integral) i Td (derivador) es posen a zero. 
 El terme P s'incrementa fins que el sistema oscil·la en una amb una freqüència constant. 
Aquest serà el Kc 
Una vegada que la Kc està definit es mesura el període d'oscil·lació, aquest serà la Pc. Finalment, 
es calculen els valors del guany P (proporcional), Ti (integrador) i Td (derivatiu) seguint la 
següent taula: 
Control P Ti Td 
P 0.5Kc - - 
PI 0.45Kc Pc/1.2 - 
PID 0.60Kc 0.5Pc Pc/8 
 
Taula 2-1: Paràmetres PID Ziegler-Nichols 
Després de l’ajust s’obté un controlador amb les següents característiques:  P=0.008 Ti=0.2 i 
Td=0.05.  
2.2.4.3 Modelització de la caixa de canvis 
La caixa de canvis és un element de transmissió, que s'interposa entre el motor i les rodes amb la 
finalitat de adequar el parell, que es subministra a les rodes, per vèncer les forces resistents a 
l’avanç. També permet invertir el sentit de gir quan les necessitats de la marxa així ho 
requereixin. Actua, per tant, com a convertidor mecànic de parell i transformador de velocitat.  
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Si no s’inclou en el model una caixa de canvis, el nombre de revolucions del motor (n) es 
transmetria íntegrament a les rodes, per tant, el parell a desenvolupar pel motor seria el mateix 
que al parell resistent a les rodes, disminuint el rang d’utilitat del model. Amb un nombre major 
de marxes l’aproximació a la corba teòrica augmenta, així com la progressivitat del canvi, 
l’inconvenient és que augmenta la freqüència de canvi, el pes i les dimensions de la caixa.  
Per al dimensionament de la caixa de canvis s’ha fet servir la següent aproximació per calcular del 
radi dinàmic teòric: 
Radi estàtic sense càrrega: 
𝑅0 = 𝐹 · 𝐴𝑅 +
𝑅∅
2
  (Eq. 2.47) 
Radi dinàmic (teòric) 
𝑅𝑑 = 𝐹𝑟
𝑅0
𝜋
  (Eq. 2.48) 
Sent F=3 per neumàtics radials i 𝐹𝑟=0,78. 
Per al càlcul de l’esglaonament de la caixa de canvis es fa mitjançant un esglaonat geomètric, que 
defineix un salt constant entre totes les relacions. Per seguir aquest mètode s’ha establert un rang 
de treball (a), per al número de voltes del motor, proper el parell màxim  i la potència màxima del 
mateix. S’ha establert la relació de transmissió de la primera marxa a partir del parell màxim i el 
pendent màxim superable, es menysprea l’efecte de les forces aerodinàmiques ja que la velocitat 
serà propera a cero. Es fa servir la següent equació: 
𝜏1𝑎 =
Г𝑚𝑎𝑥· ƞ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
𝑅𝑑·𝑀𝑚𝑎𝑥·𝑔·(𝑓 cos 𝜗+sin 𝜗)
  (Eq. 2.49) 
La força de rodolament per al dimensionament de la caixa de canvis ha estat simplificada 
aproximant el rodolament a un comportament lineal, ja que les velocitats de les proves que es 
volen simular són baixes i no hi ha prou dades per saber com afecta la velocitat a la resistència al 
rodolament del pneumàtic, seguint l’equació següent: 
𝐹𝑟𝑜𝑑 = (𝑚 · 𝑔 · 𝑓 cos 𝜗)  (Eq. 2.50) 
A l’hora de trobar la velocitat màxima és important incloure la força aerodinàmica, ja que un dels 
paràmetres més importants per determinar aquesta força es la velocitat (𝑉) del vehicle, terme que 
va al quadrat. També intervenen la densitat de l’aire ( 𝜌 ), el coeficient aerodinàmic del vehicle 
(𝐶𝑥) i l’àrea efectiva;  resultat de multiplicar l’àrea frontal (𝐴) pel coeficient de forma (𝐶𝑓) i el 
quadrat de la velocitat motiu pel que  es important cosa que fa determinant aquest paràmetre. Cal 
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dir que con que aquesta proves es fan a velocitat del aire inferior a 2 m/s en qualssevol direcció i 
per tant es pot considerar que la velocitat del vehicle es respecte al terra. 
𝐹𝑎𝑒𝑟𝑜 = ( 
1
2
· 𝜌 · 𝐶𝑥 · 𝐴𝑓 · 𝐶𝑓 · 𝑉
2)  (Eq. 2.51) 
Per saber la relació de transmissió amb la última marxa es fa servir la potencia màxima del motor 
per veure quina es la velocitat màxima que podrà assolir el vehicle en pla, permetent excloure la 
potencia dedicada a superar un pendent, utilitzant la següent equació: 
𝑃𝑚𝑚𝑎𝑥 =
1
ƞ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
· 𝑉𝑚𝑎𝑥𝑡𝑒𝑜 · ((𝐹𝑎𝑒𝑟𝑜) + (𝐹𝑟𝑜𝑑)) (Eq. 2.52) 
𝜏6𝑎 =
𝜔𝑚· 𝑅𝑑
𝑉𝑚𝑎𝑥𝑡𝑒𝑜
  (Eq. 2.53) 
A partir de la relació entre la velocitat màxima que es possible assolir en primera i la velocitat 
màxima assolible amb l’ultima relació s’extreu el camp, necessari per establir la resta de relacions 
de transmissió i el nombre de marxes que s’hauran de fer servir per aconseguir els paràmetres de 
velocitat màxima i pendents establerts.  Es considera oportú realitzar un canvi de 6 marxes tot i 
que el resultat amb el rang a parell màxim i potencia màxima determina indica que n’haurien de 
ser 7(6,7). S’adequa un nou rang de funcionament entre 3550 min-1  i 5542 min-1 (potència 
màxima), enlloc de 3764 min-1  desitjables ja que és on es troba el parell màxim. 
Establint la relació de transmissió del diferencial en 0,225 les relacions de transmissió del vehicle 
són les següents: 
 
El diagrama de dents de serra que caracteritza la caixa de canvis es presenta a continuació, 
juntament amb el gràfic de la força motriu desenvolupada pel vehicle i la força resistent amb 
sisena marxa: 
 
 
τ i i total 
Velocitat del vehicle                        
[m/s]             [km/h] 
Diferencial 0,2250 4,44 - - - 
τ1 0,1418 7,05 31,34 5,07 18,26 
τ2 0,2292 7,36 19,39 8,19 29,50 
τ3 0,3703 2,70 12,00 13,24 47,66 
τ4 0,5983 1,67 7,43 21,39 77,01 
τ5 0,9667 1,03 4,60 34,57 124,44 
τ6 1,5621 0,64 2,85 55,85 201,06 
 
Taula 2-2: Relacions de transmissió V1 
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Figura 2-24:  Caracterització motor vehicle 1 
 
Figura 2-25:  Caracterització caixa de canvis vehicle 1 
 
 
Figura 2-26:  Caracterització força motriu vehicle 1 
 
Figura 2-27:  Caracterització motor vehicle 2 
 
 
Figura 2-28:  Caracterització caixa de canvis vehicle 2 
 
 
Figura 2-29:  Caracterització força motriu vehicle 2 
  
 Pàg.  38 
 
Dinàmica del vehicle 
2.2.4.4 Modelització de l’acceleració del vehicle 
Una vegada plantejat com el vehicle genera les forces motrius i com les relaciona amb l’entorn per 
accelerar o mantenir la velocitat, es pot definir com es produeix aquesta acceleració. Es parteix de 
la hipòtesis de terreny pla o pendent 0. Amb aquest propòsit es planteja la suma de forces en l’eix 
X del vehicle, on s’inclou el parell de rodolament dels neumàtics i la força aerodinàmica, que 
actua en contra de l’avanç del vehicle.   
 
Figura 2-30:  Suma de forces longitudinals 
Per trobar l’acceleració (?̇?) del vehicle es planteja la suma de forces en l’eix X. Com es pot 
observar a la figura 30 cadascuna de les rodes estan numerades del 1-4 de manera que les forces 
relatives a cadascuna d’elles són fàcils d’identificar, sent 1 la roda davantera esquerra, 2 la dreta, 3 
l’esquerra posterior i 4 la de la dreta posterior. El model està preparat per vehicles de tracció 
davantera, per tant les forces motrius només es situen la part davantera del vehicle, mentre que 
les posteriors seran forces contraries al moviment (forces de rodolament). Finalment s’aïlla 
l’acceleració i s’obté la següent equació: 
𝑀𝑋
𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝐹𝑋
𝑑𝑟𝑎𝑔 · (𝑇1 − 𝐶𝑃𝑦)  (Eq. 2.54) 
∑ 𝐹𝑒𝑥𝑡̅̅ ̅̅ ̅ [𝑋] = 𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿2 − 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿1 − 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿2 + 𝐹3
𝑙𝑜𝑛𝑔 + 𝐹4
𝑙𝑜𝑛𝑔 − 𝐹𝑥
𝑑𝑟𝑎𝑔 −
𝑀1
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒1
−
𝑀2
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒2
−
𝑀3
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒3
−
𝑀4
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒4
= 𝑀𝑡𝑜𝑡[?̇? cos 𝛽 − 𝑣(?̇? + ?̇?) sin 𝛽]  (Eq. 2.55) 
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?̇? =  ([𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔
cos 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔
cos 𝛿2 − 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿1 − 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿2 + 𝐹3
𝑙𝑜𝑛𝑔
+ 𝐹4
𝑙𝑜𝑛𝑔
− 𝐹𝑥
𝑑𝑟𝑎𝑔 − 𝑀1
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒1
− 𝑀2
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒2
− 𝑀3
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒3
− 𝑀4
𝑟𝑜𝑑
𝑅𝑒4
] −
𝑀𝑡𝑜𝑡 [𝑣(?̇? + ?̇?) sin 𝛽]) /𝑀𝑡𝑜𝑡 cos 𝛽  (Eq. 2.56) 
2.2.5 Dinàmica lateral 
Fa referència les forces que tenen a veure amb la dinàmica lateral del vehicle, per tant, s’observa 
quines forces es generen amb la variació de les forces laterals, permeten realitza trajectòries 
corbes.  
2.2.5.1 Diferencial 
Un mecanisme que cal incloure al model per poder prendre una corba de manera realista és el 
diferencial. El diferencial és un mecanisme que permet que les rodes motrius d’un automòbil girin 
a velocitats diferents i compensades durant la trajectòria en corba. És necessari en un model de 
vehicle complet perquè la trajectòria de les rodes motrius no és la mateixa en el transcurs de una 
corba. 
En els vehicles de tracció davantera el diferencial  està integrat a l’estructura de la caixa de canvis. 
El diferencial consta d’engranatges disposats en forma de ferradura en un dels eixos. Quan el 
vehicle va en línia recta, és a dir les dues rodes porten la mateixa trajectòria, els engranatges del 
diferencial es mantenen en una situació neutra. En canvi en una corba els engranatges es giren 
per compensar la diferencia de velocitats de gir de les rodes, transmeten un parell superior a la 
roda que gira més lent. 
Hi ha diversos tipus de diferencials, autoblocants, Torsen® o diferencial obert. Per als vehicles de 
tracció davantera el més habitual és el diferencial obert. Que ens permet distribuir el parell en 
corba a partir de les següents equacions implantades al model: 
𝜔1 =  
𝑉𝑥1
cos 𝛽
  (Eq. 2.57) 
Г𝑚𝑜𝑡 · 𝑖𝑡𝑜𝑡 =
Г1+ Г2
ƞ𝑑𝑖𝑓
  (Eq. 2.58) 
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Figura 2-31:  Esquema repartiment del parell 
Sabent que el parell es distribueix de manera inversa a la velocitat de gir sabem que: 
[%]Г1 =
𝜔2
𝜔1+ 𝜔2
  (Eq. 2.59) 
2.2.5.2 Angle de deriva  
Amb una visió global del vehicle podem dir que l’angle de deriva és l’angle de la velocitat amb l’eix 
longitudinal del vehicle. Anteriorment ja s’ha esmentat que hi ha dues raons principals perquè els 
neumàtics generin aquesta deriva, sent aquests la deflexió generada per la força centrifuga i 
l’adherència del neumàtic a la pista. 
Per trobar doncs l’angle de la velocitat del vehicle amb el pla longitudinal del mateix es planteja 
suma de forces en Y (veure següent figura), aïllant l’acceleració angular d’aquest angle.  
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Figura 2-32:  Suma de forces laterals 
𝑀𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝐹𝑦
𝑑𝑟𝑎𝑔 · (𝐶𝑃𝑥 − 𝐿 1)  (Eq. 2.60) 
∑ 𝐹𝑒𝑥𝑡̅̅ ̅̅ ̅ [𝑌] = 𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿2 + 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿2 + 𝐹3
𝑙𝑎𝑡 + 𝐹4
𝑙𝑎𝑡 − 𝐹𝑦
𝑑𝑟𝑎𝑔 =
𝑀𝑡𝑜𝑡[?̇? sin 𝛽 − 𝑣(?̇? + ?̇?) cos 𝛽]  (Eq. 2.61) 
A continuació podem veure l’expressió resultant: 
?̇? =
𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔
sin 𝛿1+𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔
sin 𝛿2+𝐹1
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿1+𝐹2
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿2+𝐹3
𝑙𝑎𝑡+𝐹4
𝑙𝑎𝑡−𝐹𝑦
𝑑𝑟𝑎𝑔
−𝑀𝑡𝑜𝑡·?̇? sin 𝛽−𝑀𝑡𝑜𝑡𝑣 cos 𝛽?̇?
𝑀𝑡𝑜𝑡𝑣 cos 𝛽
  (Eq. 2.62) 
2.2.5.3 Guinyada 
Abans de poder trobar l’angle de deriva dels neumàtics és necessari fer un incís per calcular 
l’angle de guinyada. Aquest és l’angle de rotació intrínseca del automòbil al voltant de l’eix vertical 
perpendicular al vehicle. Per facilitar les iteracions a l’hora de executar la simulació i evitar 
dificultats d’inestabilitats es creu convenient aïllar l’acceleració angular del guinyada. Per fer-ho 
s’ha plantejat la suma de moments del vehicle respecte l’eix Z com es pot veure en la següent 
figura: 
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Figura 2-33:  Suma de moments en el pla XY 
𝑀𝑋𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝑀𝑋
𝑎𝑒𝑟𝑜 + 𝑀𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜
  (Eq. 2.63) 
∑ 𝑀𝑒𝑥𝑡(𝐺𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐿1{𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿1 + 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿2 + 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿2} − 𝐿3{𝐹3
𝑙𝑎𝑡 + 𝐹4
𝑙𝑎𝑡} −
𝑇1{𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿1 + 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿1} + 𝑇2{𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿2 + 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿2} + {−𝑇3𝐹3
𝑙𝑎𝑡 + 𝑇4𝐹4
𝑙𝑎𝑡} + 𝑀𝑋𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝐼𝐺𝑧 ∗ ?̈?  
                         (Eq. 2.64) 
A continuació podem veure l’expressió resultant: 
?̈? =
(𝐿𝑑𝑣{𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿1 + 𝐹1
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿1 + 𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 sin 𝛿2 + 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 cos 𝛿2} − 𝐿𝑑𝑟{𝐹3
𝑙𝑎𝑡 + 𝐹4
𝑙𝑎𝑡} − 𝑇1{𝐹1
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿1 +
𝐹1
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿1} + 𝑇2{𝐹2
𝑙𝑜𝑛𝑔 cos 𝛿2 + 𝐹2
𝑙𝑎𝑡 sin 𝛿2} + {−𝑇3𝐹3
𝑙𝑎𝑡 + 𝑇4𝐹4
𝑙𝑎𝑡} + 𝑀𝑋𝑌
𝑎𝑒𝑟𝑜)/𝐼𝐺𝑧  (Eq. 2.65) 
2.2.5.4 Angle de deriva dels neumàtics 
Partint d’aquest angle es pot aïllar el angle de deriva de cadascun dels neumàtics. Per trobar-los 
es planteja la hipòtesis en la que les rodes estan unides per un sòlid rígid, que manté les distancies 
entre els centres de les rodes, de manera que coneixen la velocitat del centre de masses. L’angle de 
la velocitat i l’angle de guinyada es pot aïllar la velocitat en cadascun dels eixos  del vehicle 
(longitudinal i transversal). Poden extreure l’angle de la velocitat en el centre de cadascuna de les 
rodes. Si es suposa que l’angle de gir de les rodes no es veu afectat per el canvi de la geometria de 
les suspensions, seran coneguts els angles de cadascuna de les rodes respecte els eixos del vehicle, 
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ja que les rodes posteriors es considera que sempre estan en direcció longitudinal i les rodes 
davanteres seguiran l’angle (δ) marcat pel volant. Aquestes dades seran necessàries per introduir-
les al model de Pacejka. A continuació es poden observar les equacions resultants: 
 
Figura 2-34:  Esquema cinemàtic 
𝑉𝑥1 = [𝑣 cos 𝛽 − 𝑇1?̇?] cos 𝛿1  (Eq. 2.66) 
𝑉𝑥2 = [𝑣 cos 𝛽 + 𝑇2?̇?] cos 𝛿2  (Eq. 2.67) 
𝑉𝑥3 = 𝑣 cos 𝛽 − 𝑇3?̇?  (Eq. 2.68) 
𝑉𝑥4 = 𝑣 cos 𝛽 + 𝑇4?̇?  (Eq. 2.69) 
𝛽1 = 𝛿1 − tan
−1 [
𝐿1?̇?−𝑣 sin 𝛽
−𝑇1?̇?+𝑣 cos 𝛽
]  (Eq. 2.70) 
𝛽2 = 𝛿2 − tan
−1 [
𝐿2?̇?−𝑣 sin 𝛽
𝑇2?̇?+𝑣 cos 𝛽
]  (Eq. 2.71) 
𝛽3 = tan
−1 [
𝐿3?̇?+𝑣 sin 𝛽
−𝑇3?̇?+𝑣 cos 𝛽
]  (Eq. 2.72) 
𝛽4 = tan
−1 [
𝐿4?̇?+𝑣 sin 𝛽
𝑇4?̇?+𝑣 cos 𝛽
]  (Eq. 2.73) 
𝑎𝑦 = ?̇? sin 𝛽 − 𝑣(?̇? + ?̇?) cos 𝛽  (Eq. 2.74) 
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2.2.6 Dinàmica eix vertical Z. 
 
Amb l’objectiu d’establir les equacions del model de suspensions i un cop s’han definir les seves 
variables, cal conèixer com actuen les forces entre els sòlids d’aquest model.  
 
Figura 2-35:  Esquema dinàmica vertical 
Anomenant Fs0 i Ni0 a les forces inicials de les suspensions i de les rodes aleshores es pot 
escriure el sistema d’ equacions per a la configuració d’ equilibri de la següent forma: 
𝑁𝑖 = 𝑁𝑖0 − 𝐾𝑅𝑖(Δ𝑧𝑖) − 𝐶𝑅𝑖(Δ?̇?𝑖) + 𝑀𝑇𝐶𝑔 + 𝑀𝑇𝐶𝑀𝑛𝑠 (Eq. 2.75) 
On  
𝑁𝑖0 =  𝐹𝑠𝑖 + 𝑀𝑛𝑠𝑖 ∗ 𝑔 (Eq. 2.76) 
Sent i el subíndex  de cadascuna de les rodes (1,2,3,4). 
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3 Algoritmes d’integració 
Els algorismes d’integració numèrica s’utilitzen, entre d’altres casos, quan es desitja integrar un 
sistema d’equacions diferencials ordinàries. Actualment, existeixen molts algorismes diferents 
però cap resol tots els tipus de sistema d’equacions. Les característiques principals d’un mètode 
d’integració són la precisió i l’estabilitat. La precisió dels algorismes utilitzats es pot ajustar, tot i 
que augmentar-la suposa un increment del temps de càlcul. Per contra, l’estabilitat no es pot 
controlar ja que depèn del mètode d’integració i del sistema d’equacions. 
Una possible classificació dels mètodes d’integració es fa en funció de la informació que 
requereixen per calcular la solució. Els mètodes que per calcular el valor de la solució en un punt 
només necessiten el punt anterior s’anomenen d’un pas i els que necessiten més d’un punt 
anterior són els multi-pas. Es pot distingir també entre mètodes de pas continu, que són aquells 
algoritmes que divideixen el temps de càlcul en intervals constants i mètodes de pas variable, sent 
aquest últims els que permeten ajustar els intervals en funció de l’error de càlcul estimat. 
Un tret diferenciador entre els mètodes d’integració és la manera de trobar la solució, és a dir 
mitjançant el que s’anomena mètodes explícits o implícits. Els mètodes explícits són aquells que 
permeten calcular el vector de les variables en cada instant en funció dels valors de les variables 
en moments de càlcul anteriors. 
El mètode més senzill és el d’Euler, però el fet que les propietats d’aquest mètode són pobres en 
exactitud i estabilitat, es fan servir mètodes explícits més avançats, com per exemple Runge-
Kutta. Simulink® ofereix la possibilitat de fer servir els mètodes enumerats per la següent taula 
per resoldre sistemes de manera explícita amb pas constant: 
 
Solver Integration Technique 
Order of 
Accuracy 
ode1 Euler's Method First 
ode2 Heun's Method Second 
ode3 Bogacki-Shampine Formula Third 
ode4 
Fourth-Order Runge-Kutta 
(RK4) Formula 
Fourth 
ode5 
Dormand-Prince (RK5) 
Formula 
Fifth 
ode8 
Dormand-Prince RK8(7) 
Formula 
Eighth 
Taula 3-1: Solvers explicits 
 
Quan el rang de temps de resposta dintre del mateix sistema és ampli condueix a sistemes 
matemàticament rígids, que obliguen a la utilització de passos de càlcul més petits que 
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consumeixen recursos de computació elevats. En el cas d’estudi els temps de resposta poden 
variar al llarg del model i en funció de les variables complicant la solució del model. 
D’altra banda Simulink® ofereix la possibilitat de fer servir mètodes explícits de pas variable, que 
redueixen aquest tipus d’inconvenients. A continuació s’exposen els mètodes disponibles: 
 
ODE 
Solver 
One-Step 
Method 
Multistep 
Method 
Order of 
Accuracy 
Method 
ode45 X   Medium 
Runge-Kutta, Dormand-Prince 
(4,5) pair 
ode23 X   Low 
Runge-Kutta (2,3) pair of Bogacki 
& Shampine 
ode113   X 
Variable, 
Low to 
High 
PECE Implementation of Adams-
Bashforth-Moutlon 
Taula 3-2: Solvers explícits de pas variable 
 
En general es fa servir el solver ode45 ja que és més precís i acurat que el ode23, útil per a casos 
on les toleràncies d’error són més grans. En el cas de necessitar uns límits de toleràncies molt 
reduïts i problemes complexes ode113 sol ser més eficient que el ode45. 
 
Tot i això hi ha sistemes que tenen inconvenients de rigidesa, com ja hem esmentat això succeeix 
quan el temps de resposta de les variables és molt dispar. Per aquests casos existeixen els mètodes 
implícits, que són aquells que fan servir una matriu Jacobina per solucionar les equacions 
mitjançant mètodes com el de Newton-Rapson. Això si tenen l’inconvenient de un consum 
computacional més elevat que els mètodes anteriors. A continuació els solvers disponibles: 
 
ODE 
Solver 
One-
Step 
Method 
Multistep 
Method 
Order of 
Accuracy 
Solver 
Reset 
Method 
Max. 
Order 
Method 
ode15s   X 
Variable, 
Low to 
Medium 
X X 
Numerical Differentiation 
Formulas (NDFs) 
ode23s X   Low     
Second-order, modified 
Rosenbrock formula 
ode23t X   Low X   
Trapezoidal rule using a "free" 
interpolant 
ode23tb X   Low X   TR-BDF2 
Taula 3-3: Solvers implícits 
 
Degut a la complexitat del model s’estableix la utilització d’un solver ode45. Ja que aquest permet 
un càlcul acurat  
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4 Estructura bàsica de l’aplicació 
A continuació es detalla com està organitzada l’aplicació, concretant en la possibilitat de 
variar diferents paràmetres. L’estructura de l’aplicació es divideix en 3 parts: entrada de 
dades, resolució del sistema i tractament dels resultats. 
Entrada de dades 
Aquest apartat és on es defineixen els paràmetres del vehicle i els de l’entorn per tal que 
l’aplicació pugui ser executada de manera correcta. Aquesta aplicació permet treballar fent 
simulacions de casos concrets ja establerts. Es poden distingir entre els següents tipus de 
paràmetres: 
 Geomètrics i inercials del vehicle. 
 Relacions de transmissió de la caixa de canvis. 
 Característiques dinàmiques dels neumàtics i de les suspensions. 
 Característiques dinàmiques globals ( gravetat). 
 Perfil de velocitats escollit 
 Perfil d’angle de gir de volant 
 
A l’hora de modificar els paràmetres geomètrics o característiques del vehicle es pot realitzar 
mitjançant l’explorador del model, accedint als paràmetres del model on apareix un llistat 
amb totes les característiques susceptibles a ser modificades. Fent un clic sobre cadascuna 
d’elles apareix una breu descripció del paràmetre a més del valor, que es pot modificar en cas 
de considerar-ho oportú. Constants com la gravetat apareixen també en aquest apartat, tot i 
que no es recomanable el seu canvi. 
Els paràmetres referents als inputs que es volen assajar com poden ser els diferents perfils es 
poden trobar al mateix model, en l’apartat de control. Aquí es troben tots els perfils mostrats 
units al model mitjançant uns interruptors que permeten la selecció de l’assaig a realitzar. 
Una de les avantatges de Simulink® és que en tot moment es pot afegir una senyal d’un bloc 
nou amb un perfil personalitzat. 
Resolució del sistema (simulación- configuration parameters) 
Una vegada es tenen definits tots els paràmetres es pot passar a definir el mètode de 
resolució del sistema. Degut a l’extensió i complexitat del model es recomana l’ús del mètode 
d’integració pre-establert (per més informació sobre la resolució veure l’apartat algoritmes 
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d’integració). En el cas de voler canviar característiques del mètode de resolució es necessari 
anar a l’apartat de configuració del sistema del propi Simulink. 
Tractament dels resultats 
La visualització dels resultats de la simulació es pot realitzar mitjançant els diferents gràfics 
(Scope) que hi ha al bloc results (veure annex diagrama de blocs) del model o executant un 
fitxer de Matlab® que permet l’exportació al format .xls (Excel®) oferint l’oportunitat de 
desar els resultats obtinguts i visualitzar-los des de gairebé qualsevol ordinador. A més la 
trajectòria resultant apareixerà en un gràfic emergent a la pantalla. 
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5 Mètodes d’avaluació 
En l’estudi de la dinàmica lateral d’un vehicle hi ha diversos paràmetres d’interès que varien en 
funció del assaig que porti a terme. El model permet la realització de una amplia varietat 
d’assajos, i la monitorització d’una amplia gama de paràmetres. Prèvia realització dels assajos es 
considera necessària la verificació del model. 
Els valors dels paràmetres dels vehicles que s’han utilitzat en el model pertanyen a vehicles reals 
del qual no se’n diu el nom comercial per qüestions de confidencialitat i als que s’anomena 
vehicle1  i vehicle 2. 
Comprovació del model 
Per comprovar el correcte funcionament del model es considera oportú la realització de dos 
assajos. El primer consta d’una acceleració en línia recta, partint d’una velocitat inicial (1,6 m/s) 
amb 1 marxa accelerant fins arribar a la velocitat màxima, obligant al vehicle a canviar de marxa 
automàticament. D’aquesta manera es podrà comprovar el correcte funcionament del motor, el 
controlador del motor, el model que permet trobar el lliscament dels neumàtics, la generació de 
forces longitudinals i l’acceleració del vehicle. 
El segon assaig consisteix en la descripció d’una corba a velocitat constant (16,66 m/s) seguint un 
perfil de gir d’entrada en corba. En aquest assaig es comprova que el controlador és capaç de 
mantenir una velocitat constant i que el model calcula les acceleracions angulars de guinyada i la 
deriva, així com les seves derivades, correctament. També permet la comprovació de la generació 
de forces laterals dels neumàtics, així com el de l’angle del balanceig. Per veure l’efecte d’una 
barra estabilitzadora en el sistema es  realitza l’assaig sobre el vehicle dos considerant que no en 
porta, que està instal·lada en les suspensions frontals o en les suspensions posteriors d’aquesta 
manera podem decidir sobre l’estabilitat del vehicle. 
 
Figura 5-1:  Angle de gir del volant assaig 02 
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Per finalitzar les comprovacions es realitza el mateix assaig comparant el vehicle 1 amb el vehicle 
2  escollint el millor dels tres casos de  la proba de la barra estabilitzadora. 
Es troba adient simular diferents situacions, sobre les que es realitzaran diferents tests per poder 
comparar  com afecten al comportament del vehicle petites variacions. Les diferents situacions 
d’estudi són les següents: 
Realització d’una corba completa 
L’assaig consisteix en la descripció d’una corba a velocitat constant (16,66 m/s) seguint un perfil 
de gir d’entrada en corba, manteniment de la velocitat i sortida de la corba.  A continuació es pot 
veure el perfil de volant descrit pels dos vehicles. 
 
Figura 5-2:   Angle de gir del volant assaig 03 
Radi constant 15m   
Comprovar que un vehicle sigui subvirador o sobrevirador es una de les prioritats en dinàmica 
lateral, ja que una resposta sobreviradora complica la conducció del automòbil a més de ser 
inestable. Per aquest motiu es realitza un assaig, com a la normativa ISO 4138:2004 [13], on el 
vehicle parteix de la velocitat més petita possible amb la marxa més llarga ( en aquest cas 4 m/s 
en 4 a) i un radi de gir constant de 15m. Durant l’assaig s’augmenta progressivament la velocitat  
mantenint l’angle de gir del volant constant. Observant la trajectòria, o el radi de curvatura es pot 
observar  com respon el vehicle augmentant l’acceleració lateral. 
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Entrada en corba (graó)  
Un dels assajos més comuns en qualsevol sistema dinàmic és aplicar una entrada graó al sistema. 
Per fer-ho s’estableix una velocitat constant del vehicle de 16.66 m/s i al sistema de direcció 
s’aplica una entrada graó amb un angle de gir de volant de 20º. Similar a la normativa ISO 
7401:2003 [14]. D’aquesta manera  es pot observar com respon cadascuna de les variables segons 
les característiques del vehicle.  
 
Figura 5-3:   Angle de gir del volant assaig 05 
 
Assaig de  l’ant. Canvi de carril 
És habitual l’estudi de la maniobra de canvi de carril, aquesta es realitza a velocitats baixes si no 
es compta amb el suport d’un control d’estabilitat, ja que es perd el control amb facilitat. Seguint 
la normativa ISO/TR 8725:1988 [15] s’estableix una maniobra amb un període sinusoïdal d’un 
hertz a 16.66 m/s amb una amplitud de 35º i 28º de gir de volant. A continuació es mostra la 
senyal d’entrada: 
 
Figura 5-4:   Angle de gir del volant assaig 06.1 
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Canvi de carril (1a derivada de la funció gaussiana) 
Com passa amb la funció graó, un període sinusoïdal és una funció  massa abrupta per l’estudi del 
balanceig. Per aquest motiu s’ha buscat una funció que representi una situació similar amb 
transicions més suaus. S’ha decidit fer servir la 1a derivada de la funció gaussiana, molt similar al 
sinus. Aprofitant la funció es proba amb diferents amplituds la resposta del vehicle. 
 
Figura 5-5:   Angle de gir del volant assaig 6.2 
 
Resposta freqüencial (Sinusoide)  
Finalment s’estudiarà la ressonància en guinyada. Per fer-ho es parametritza una senyal 
sinusoïdal de freqüència variable i amplitud constant que correspondrà a l’entrada de l’angle de 
gir del volant. Aquesta maniobra es realitza a 33,33 m/s i a 16.66  m/s seguint criteris similars a la 
normativa ISO/TR 8726:1988 [16]. La resposta del vehicle ha de mostrar com al voltant de 2-3Hz 
en la freqüència d’excitació el sistema respon amb una amplitud molt menor a l’esperada, degut a 
que els neumàtics no són capaços de generar les forces laterals suficientment ràpid.  
 
Figura 5-6:   Angle de gir del volant assaig 07.1 
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En la següent taula resum es detallen amb els assajos plantejats: 
 
Taula 5-1: Resum dels assajos  
 
Tipus Assaig Norma
Angle del 
volant
Velocitat Vehicle 1 Vehicle 2
Barra 
estabilitizadora
0,0 [º] 1,30 [m/s]
V_max
0,0 [º]
20,0 [º] constant
0,0 [º]
20,0 [º] constant
40,0 [º] 16,66 [m/s]
constant
215,5 [º] 4,00 [m/s]
MAX 4a
0,0 [º]
20,0 [º] constant
V1 35,0 [º]
V2 28,0 [º] constant Sinus Sinus
V1 27,0 [º]
V2 21,0 [º] constant  1a der. Gaussiana  1a der. Gaussiana
A=20,0[º] 16,66 [m/s]
constant
A=10,0[º] 33,33 [m/s]
constant
A=5,0[º] 33,33 [m/s]
constant
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Sense barra estab. 
Barra estab. frontal 
Barra estab. posterior
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Corba Test_003 X X
Acceleració Test_001 X X
constant
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Test_005
16,66 [m/s]
X X
ISO 
7401:2003 
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Radi 15m Test_004 X X
constant
Entrada en 
corba
Test_002.1
16,66 [m/s]
X
Test_002.2
16,66 [m/s]
X X
ISO 
4138:2004 
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Test_007.3 X
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
ISO/TR 
8725:1988
-
Test_006.1
16,66 [m/s] X
Test_006.2
16,66 [m/s] X
X
X
X X
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
Test_007.2 X X
V1 Sense barra estab. 
V2 Barra estab. 
posterior
ISO/TR 
8726:1988 
ISO/TR 
8726:1988 
-
-
-
-
Sinusoidal 
variable
Test_007.1
ISO/TR 
8726:1988 
Canvi de 
carril
Esglaó
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 Vehicles d’estudi: 
La selecció dels vehicles s’ha realitzat escollint entre els vehicle amb més d’unitats venudes i que 
tinguin trets diferenciadors a nivell dinàmic. El segment C és el que obté un major nombre de 
ventes, dintre d’aquest segment podem trobar diferents tipus de vehicle, entre els quals s’escull el 
utilitari per excel·lència un hatchback i un nou competidor que des de que va aparèixer ha 
guanyat un nombre elevat de compradors, un SUV. Les dades utilitzades pertanyen a vehicles 
reals, per motius de confidencialitat els noms dels models concrets es mantenen en secret. A 
partir d’aquí ens referirem a vehicle 1 (hatchback) i vehicle 2 (SUV) quan parlem dels vehicles 
d’assaig. Les dades proposades per als dos vehicles es troben a l’annex corresponent.  
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6 Resultats dels assajos   
En aquest apartat s’analitzen els resultats més rellevants dels assajos plantejats. A continuació es 
mostren les gràfiques més representatives i s’analitzen els resultats. Si es volen consultar altres 
variables es poden trobar totes les gràfiques de les variables estudiades en cada assaig a l’ annexes  
corresponents. 
6.1 Assaig 01 
 
Figura 6-1:  Assaig 01 –velocitat 
 
 
Figura 6-2:   Assaig 01 trajectòria 
 
 
Figura 6-3:   Assaig 01 velocitat angular de beta (eix X) 
 
Figura 6-4:   Assaig 01 Parell 
Observacions: 
L’objectiu principal d’aquest assaig es portar a terme una acceleració des de la velocitat més baixa 
fins al límit del vehicle.  Com es pot veure en la gràfica dels 30 primers segons del parell motor el 
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vehicle té 5 instants de parell nul que corresponen als canvis de marxes. Entre canvi i canvi el 
parell varia en funció de les voltes del motor.   
En la gràfica de velocitat veiem com l’augment de velocitat no és lineal i això es degut a la 
resistència aerodinàmica fent que al final de l’assaig l’augment ja sigui nul arribant el vehicle així 
a la seva velocitat màxima. 
Com el volant es manté amb un angle de gir nul és important comprovar que la trajectòria és 
completament recta ja que les forces laterals dels neumàtics de la dreta i esquerra del vehicle 
s’anul·len entre elles. 
6.2 Assaig 02 
6.2.1 Assaig 02.1 
 
Figura 6-5:   Assaig 02 Velocitat 
 
Figura 6-6:   Assaig 02 Acceleració lateral 
  
Figura 6-7:   Assaig 02 Centre de la corba 
 
 
Figura 6-8:   Assaig 02 Transferència de càrregues Sense 
Barra Estabilitzadora 
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Figura 6-9:   Assaig 02 Transferència de càrregues Barra 
Estabilitzadora frontal 
 
Figura 6-10:   Assaig 02 Transferència de càrregues Barra 
Estabilitzadora posterior 
 
En els tres casos el vehicle pren la corba sense arribar a lliscar o bolcar, però  la resposta del 
vehicle varia molt segons la col·locació de la barra estabilitzadora. Fixant-se en la gràfica 
d’acceleració lateral el vehicle sense barra estabilitzadora descriu un comportament inestable, ja 
que l’esmorteïment es reduït. En canvi posant una barra estabilitzadora davant l’efecte es el 
contrari al desitjat, l’amplitud augmenta i segueix amb un esmorteïment reduït. Finalment la 
barra estabilitzadora posterior millora el resultat augmentat l’esmorteïment i reduint l’amplitud. 
En la gràfica de la corba es pot observar com els tres casos d’estudi al arribar al radi teòric de la 
corba el passen, és a dir arriben a tenir un centre de curvatura inferior al radi, per tant es pot dir 
que aquest transitori són sobreviradors. En aquest cas s’ha realitzat deliberadament augmentat la 
càrrega a l’eix posterior.  
Per entendre la reacció del vehicle en funció de la posició de la barra estabilitzadora s’hauran 
d’observar les gràfiques de transferència de càrregues. La barra estabilitzadora ajuda a 
contrarestar la transferència de carregues elàstiques i el moment generat per la barra 
estabilitzadora es proporcional a l’angle de balanceig. Considerant la massa suspesa com un sòlid 
rígid i al tenir la major part del pes a la part posterior del vehicle, la transferència de càrregues 
elàstiques posterior és la que s’ha d’intentar controlar. 
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6.2.2 Assaig 02.2 
 
Figura 6-11:   Assaig 02.2 Velocitat de guinyada 
 
 
Figura 6-12:   Assaig 02.2 Centre de la corba 
 
Figura 6-13:   Assaig 02.2 Acceleració lateral / angle de gir 
 
Figura 6-14:  Assaig 02.2 Angle de deriva 
 
Alhora de comprovar les diferències entre els dos vehicles viem ja en la trajectòria com el vehicle 
dos presenta una corba més tancada. Si observem la gràfica del radi de la corba trobem de nou 
que el vehicle dos, tot i tenir la barra estabilitzadora posterior presenta símptomes sobreviradors 
en el transitori, apropant-se a una tendència neutre al mantenir la corba constant i apropar-se al 
estat estacionari. El vehicle 1 en canvi sempre té una actitud subviradora, tenint un centre de 
curvatura superior al radi de la corba teòric. 
Tot i el vehicle 1 arribar a una acceleració lateral inferior l’angle de balanceig és superior en tot 
moment a l’angle de balanceig del vehicle 2. Això es degut a l’augment de rigidesa que ha afegit la 
barra estabilitzadora, ja pensant en obtenir un angle de balanceig inferior (veure Annex de càlculs 
complementaris ). 
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La longitud de la línia vertical que es pot observar al final de la gràfica de acceleració lateral i 
angle de gir ens dona una idea de l’estabilitat de la maniobra. Quan aquesta longitud és més 
amplia, com passa en el cas del vehicle 2, l’amplitud de variació de l’acceleració lateral és més 
gran, indicant una estabilitat major que en el cas del vehicle 1, una longitud més reduïda. 
6.3 Assaig 03 
 
Figura 6-15:   Assaig 03 Trajectòria 
  
Figura 6-16:   Assaig 03 Acceleració lateral frontal i 
posterior 
 
Figura 6-17:   Assaig 03 Centre de la corba 
 
Figura 6-18:   Assaig 03 Angle de balanceig / acceleració 
lateral 
En aquest assaig podem observar de nou com la trajectòria del vehicle 2 és més tancada que la del 
vehicle 1. Si es mira amb detall la gràfica del radi de curvatura es pot observar com el vehicle 2 
arriba al radi teòric mentre que el vehicle 1 traça una corba més amplia. Observant la gràfica de la 
velocitat de deriva i la de l’acceleració lateral es veu que el vehicle 2 ajusta més el primer tram de 
la corba, i en la segona meitat perd tirada. Revisant la gràfica de velocitat de acceleració lateral es 
veu clarament com el vehicle 1 porta a terme una maniobra més continua neta que no pas el 
vehicle 2 que té més variacions de l’esperable en aquesta gràfica. 
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6.4 Assaig 04 
  
Figura 6-19:   Assaig 04 Trajectòria 
 
Figura 6-20:   Assaig 04 Velocitat 
 
 
Figura 6-21:   Assaig 04 Acceleració lateral 
 
 
Figura 6-22:   Assaig 04 Centre de la corba 
 
Figura 6-23:   Assaig 04 Comprovació Ay 
 
Figura 6-24:   Assaig 04 Normals vehicle 2 
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La gràfica de la trajectòria mostra el comportament esperat. Els dos vehicles van augmentant el 
radi de la corba conforme la velocitat augmenta lentament. Exceptuant els primers instants en el 
que l’acceleració lateral teòrica (calculada a partir de l’angle de gir) es veu superada per la real, 
més endavant els neumàtics deixen de generar forces laterals al mateix ritme, el vehicle comença 
a lliscar i passen a ser vehicles subviradors, d’aquí l’espiral de la trajectòria.  
És parla d’estat quasi estacionari, ja que tenim una acceleració longitudinal i a més de 
l’acceleració lateral produïda per la trajectòria curvilínia. La velocitat augmenta lentament amb 
una acceleració menor a 0.27m/s^2. 
Com es pot observar l’assaig acaba quan aquest deixa de tocar al terra, és a dir quan alguna de les 
normals es 0. Tot i que al vehicle encara pot augmenta l’acceleració lateral de forma notable fins 
arribar a bolcar, el programa està preparat per detectar aquest esdeveniment aturant la simulació. 
En el vehicle de tracció davantera la roda posterior interior perd contacte amb el terra per 
acceleracions molt més baixes que la de bolcada.  
6.5 Assaig 05 
 
Figura 6-25:   Assaig 05 Angle de deriva vehicle 1 
Figura 6-26:   Assaig 05 Guinyada vehicle 1 
 
Figura 6-27:   Assaig 05 Ay vehicle 2 
 
Figura 6-28:   Assaig 05 Transferència de càrregues V2 
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Figura 6-29:   Assaig 05 Normals vehicle 2 
 
Figura 6-30:  Assaig 05 Força lateral vehicle 2 
En la gràfica de la deriva es pot observar com evoluciona aquesta al aplicar un esglaó. Actuant de 
forma similar a un sistema de ordre 1. En el cas del vehicle 1 l’acceleració lateral no sobrepassa 
l’acceleració lateral teòrica en cap moment, mentre que el vehicle 2 com ja hem vist anteriorment, 
en primera instancia si supera l’acceleració lateral teòrica. 
Si es presta atenció a les forces laterals del vehicle dos podem observar com les forces davanteres 
evolucionen de manera molt semblant a la deriva mentre que en el cas de les rodes posteriors la 
gràfica es veu afectada per la transferència de carregues, relaxant la deriva i les normals en la 
forma de les forces laterals posteriors. 
6.6 Assaig 06 
6.6.1 Assaig 06.1 
 
Figura 6-31:   Assaig 06 Normals vehicle 1 
 
Figura 6-32:   Assaig 06 Acceleració lateral 
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Figura 6-33:   Assaig 06 Deriva vehicle 1 
 
Figura 6-34:  Assaig 06 Guinyada vehicle 1 
 
Figura 6-35:   Assaig 06 Repartiment de parell 
   
Figura 6-36:   Assaig 06 Acceleració lateral / angle de gir
 
En aquest assaig s’ha arribat al límit dels dos vehicles, tot i que l’acceleració lateral és de gairebé 
3
𝑚
𝑠2
 les normals mostren com el vehicle està apunt de perdre contacte amb el terra en la roda 
interior (3). Al vehicle encara falta per bolcar. És una maniobra totalment transitòria, on els 
vehicles d’estudi tendeixen a sobrevirar sobretot el vehicle 2. Si mirem l’acceleració lateral del 
vehicle 2 és inferior i això es degut a que l’angle de gir a la mateixa velocitat ha hagut de ser una 
mica menor per evitar que perdés el contacte amb el terra. 
Les gràfiques de parell i angle de gir es compararan al següent apartat amb l’assaig 6.2. 
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6.6.2 Assaig 06.2 
 
Figura 6-37:   Assaig 06.2 Repartiment de parell 
 
Figura 6-38:   Assaig 06.2 Acceleració lateral / angle de gir 
 
Figura 6-39:   Assaig 06.2 Deriva vehicle 2 
 
Figura 6-40:   Assaig 06.2 Guinyada vehicle 2 
 
Figura 6-41:  Assaig 06.2 Normals vehicle 2 
 
Figura 6-42:   Assaig 06.2 Força lateral 2 
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Si comparem les gràfiques de repartiment de parell es pot veure com la maniobra del segon 
apartat genera respostes més suaus, i és que la continuïtat en la funció gaussiana fa que el vehicle 
respongui de manera menys abrupta. En la gràfica d’acceleració lateral i angle de gir veiem una 
discontinuïtat a la tornada (angle de gir negatiu apropant-se a cero) en que encara hi ha 
acceleració lateral una vegada l’angle de gir és nul. En canvi tot i tenir una resposta semblant en el 
segon assaig l’acceleració lateral retorna a 0 quan l’angle de gir és nul. Si observem les forces 
laterals en el moment de finalitzar el gir, aquestes no segueixen estrictament la funció de la deriva 
que torna a ser positiva.   
6.7 Assaig 07 
6.7.1 Assaig 07.1 
 
Figura 6-43:   Assaig 7.1 Deriva 
 
Figura 6-44:   Assaig 7.1 Angle de guinyada 
 
 
Figura 6-45:   Assaig 7.1 Acceleració lateral davantera i 
posterior 
 
Figura 6-46:   Assaig 7.1 Transferència de càrregues 
elàstiques 
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Figura 6-47:   Assaig 7.1 Acceleració lateral / angle de gir 
 
 
Figura 6-48:   Assaig 7.1 Angle de balanceig / acceleració 
lateral 
En aquest assaig veiem com les diverses variables van disminuint conforme augmenta la 
freqüència d’excitació tot i que l’amplitud es la mateixa durant tot l’assaig. 
Aquest fet es degut a que els neumàtics generen les forces laterals amb un petit retard, conforme 
la freqüència de gir de volant augmenta els neumàtics no tenen temps de respondre i per aquest 
motiu disminueixen la deriva, la guinyada, l’acceleració lateral, etc.  
Quan es realitza l’estudi teòric d’aquest fenomen es treballa en domini freqüencial trobant el 
guany de l’acceleració lateral respecte l’angle de gir. Si es tenen les dues funcions definides en 
domini freqüencial existeix una solució matemàtica, però en el cas d’estudi si es divideix 
directament una funció per l’altre al passar les dues per 0 tenim una indeterminació. Una manera 
fàcil d’identificar la funció del guany és seguir el perfil de la sortida, que com podem veure va 
disminuint amb l’avanç freqüencial fins arribar al seu mínim a 2,2 Hz. 
La gràfica d’acceleració lateral respecte l’angle de gir mostra com la resposta en l’eix Y va 
disminuint de manera diferent per als dos vehicles. 
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6.7.2 Assaig 07.2 
 
Figura 6-49:   Assaig 7.2 Acceleració lateral / angle de gir 
 
Figura 6-50:   Assaig 7.2 Acceleració lateral 
 
Figura 6-51:   Assaig 7.2 Deriva vehicle 1 
 
Figura 6-52:   Assaig 7.2 Guinyada vehicle 1 
 
En aquest cas veiem una petita asimetria en el vehicle 2 quan l’angle de gir és negatiu, fent que no 
arribi al mateix valor d’acceleració lateral màxima. Com es pot veure segons la velocitat a la que es 
realitza l’assaig els vehicles no tenen respostes iguals tot i arribar a acceleracions laterals 
semblants. 
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6.7.3 Assaig 07.3 
 
Figura 6-53:   Assaig 7.3 Gir del volant 
 
 
Figura 6-54:   Assaig 7.3 Acceleració lateral 
 
Figura 6-55:   Assaig 7.3 Acceleració lateral / angle de gir 
 
Figura 6-56:   Assaig 7.3 Normals vehicle 1 
 
La variació de les normals durant l’augment de freqüència és un dels més acusats, com es pot 
veure es pot dividir pràcticament entre els 10 primers segons d’assaig on varien 1800N amunt o 
avall i els 10 següents on tan sols varien  algun centenar. 
Com era d’esperar al anar a la mateixa velocitat i tenir una amplitud diferent l’acceleració lateral 
amb el gir de menor amplitud es menor. 
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7 Costos del projecte 
L’avaluació dels costos de realització del projecte inclouen el desenvolupament de l’aplicació, per 
aquest motiu s’ha considerat el cost del software utilitzat i les hores dedicades. El cost total es pot 
observar en la següent taula: 
S’estableix un preu de temps a partir de la recomanació de l’ETSEIB per a la realització de 
pràctiques en empreses. 
Per calcular el cost s’ha considerat que no es disposa del software base per al desenvolupament de 
l’aplicació. Per tal d’ajustar-se a la realitat de l’empresa que ha subministrat la informació per al 
projecte s’ha imputat un 30% del preu del software Matlab 2012®. El valor del software varia en 
funció de les opcions que es volen i de l’ús que se’n vol fer, el preu que s’indica correspon a una 
llicència professional amb les extensions (toolboxs) adequades, com es Simulink® que són amb 
les que s’ha desenvolupat el programa. 
Es defineix com a 900€ el cost de la maquinaria utilitzada, es considera que s’ha d’amortitzar amb 
una utilització de 8 hores diàries durant 240 dies l’any i en 4 anys, i per tant s’atribueix a la 
realització del projecte 450/(18·240·4) del seu preu total. 
Degut a que l’objectiu d’aquest projecte no és la comercialització de l’aplicació, l’anàlisi de costos 
es limita al càlcul del cost de la seva realització. I per aquest motiu no s’apliquen impostos ni 
marges de benefici sobre aquest cost. 
  
Quantitat Valor unitari Total 
 Descripció [u.] [€] [€] 
 Hores mà d'obra 12 * 25=300 6,00   3.600,00   
 Llicència de software 0,30   22.000,00   6.600,00   
 Articles tècnics 2,00   20,00   40,00   
 Material fungible 1,00   80,00   80,00   
 Material informàtic 0,07   900,00   63,00   
           
 
   
Total: 10.383,00     
Taula 7-1: Costos del projecte 
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8 Anàlisi d’impacte ambiental 
La societat comença a preocupar-se pel medi ambient degut a que cada dia es coneixen més 
detalls sobre com contaminem i quines conseqüències té seguir per aquest camí. Hi ha diverses 
entitats que legislen tant a nivell internacional, europeu o estatal per tal d’establir uns nivells 
màxims de contaminació. La industria automotriu porta un control intensiu sobre els materials, 
els tractaments i contaminants que contenen els seus productes mitjançant diversos instruments, 
un bon exemple és el IMDS (International Material Data System). 
És important tenir en compte criteris ambientals des de les primeres etapes del desenvolupament 
d’un producte. És en aquestes primeres etapes quan es pot fer un canvi significatiu amb una 
menor despesa econòmica. Tampoc es pot deixar de banda que cal fer al acabar la vida útil del 
producte, processos de reciclatge o tractament dels residus.  
En el cas d’aplicacions informàtiques, com en el present projecte, no es pot establir una relació 
directa amb conseqüències mediambientals,  una aplicació informàtica per si mateixa no 
interacciona amb el medi ambient. Com ja s’ha esmentat amb anterioritat, on s’executi aquesta 
aplicació no entra dintre de l’abast del mateix. 
Val a dir però, que la simulació del comportament d’un vehicle pot estalviar hores d’assajos en 
vehicles, disminuint doncs l’impacte ambiental que genera aquest desenvolupament i estudi.  
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Conclusions 
Finalment, s’ha aconseguit programar una aplicació  capaç de generar diverses senyals d’entrada, 
tant amb gir de volant com de perfils de velocitat, que permet introduir paràmetres de velocitat i 
parell per representar un motor, capaç d’ augmentar de marxa automàticament, i que possibilita 
la definició les propietats dels neumàtics segons Pacejka,  a més de les característiques d’un model 
de vehicle complet, incloent els paràmetres de les suspensions. 
Entre les sortides, es poden avaluar l’acceleració lateral, la transferència de càrregues elàstiques, 
geomètriques o la deguda a les masses no suspeses, el moment de balanceig, l’angle de balanceig,  
velocitat i acceleració de guinyada, les diferents forces i moments generats pels neumàtics, angle i 
velocitat de deriva a més de les forces de les suspensions i les normals, la velocitat i trajectòria del 
vehicle. Aquest conjunt de variables contribueixen a l’avaluació de la resposta del vehicle tan 
longitudinal com lateral.  
En el supòsit de seguir amb el tema d’aquest projecte, els pròxims passos a portar a terme serien 
la comprovació dels resultats de les simulacions, realitzant els assaigs amb un vehicle real, 
intentant disposar de les dades més acurades possibles. Es podria ampliar el model implementant 
la dinàmica de capcineig, o millorant la fidelitat del sistema de suspensions,  afegint un model  
que tingui en compte la geometria del sistema i la seva variació o modelitzant esmorteïdors i 
molles no lineals. També es planteja la creació d’una interfase gràfica per facilitar l’ús de 
l’aplicació. 
A l’hora d’analitzar els assajos realitzats s’arriba a la conclusió de que l’aplicació preveu el 
comportament del vehicle i permet així avaluar el comportament del mateix, especialment 
l’estabilitat lateral. Sempre tenint en compte les possibles millores, és el cas dels paràmetres dels  
neumàtics fets servir per portar a terme els assajos, ja que s’ha pogut observar un lliscament 
abans de l’esperat. 
Amb la realització d’aquest projecte, l’estudiant ha pogut aprofundir en el coneixement de la 
dinàmica de vehicles, en especial el comportament lateral i en la modelització de neumàtics. El 
treball ha suposat l’ampliació dels coneixements en l’entorn de programació Simulink®, eina 
principal pel desenvolupament de l’aplicació. 
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